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�« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

�¯²¨ª  § ¨¬ ¥²±¿ ¨§³·¥¨¥¬ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¨§«³·¥¨¿
®¯²¨·¥±ª®£® (±¢¥²®¢®£®) ¤¨ ¯ §®  (±¬. ±²°. 132 ), ¿¢«¥¨©, ¢®§¨-
ª ¾¹¨µ ¯°¨ ¥£® ° ±¯°®±²° ¥¨¨ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ± ¢¥¹¥±²¢®¬.

x 1. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ®¯²¨ª 

�¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ®¯²¨ª  ®²¢«¥ª ¥²±¿ ®² ¢®«®¢®£® µ ° ª²¥°  ¨
®² ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ±¢¥²®¢®£® ¨§«³·¥¨¿, ®¯¥°¨°³¿ ¯®¿²¨¿¬¨ ±¢¥²®-
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x1. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ®¯²¨ª  125

¢»µ «³·¥©, ³ª §»¢ ¾¹¨µ  ¯° ¢«¥¨¥ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ±¢¥²®¢®©
½¥°£¨¨, ¨ ³§ª¨µ ±¢¥²®¢»µ ¯³·ª®¢, ®¡° §®¢ »µ ½²¨¬¨ «³· ¬¨.
�±®¢»¥ § ª®» £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨ª¨: ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¢¥²®-
¢»µ ¯³·ª®¢, ¯°¿¬®«¨¥©®£® ° ±¯°®±²° ¥¨¿, ®²° ¦¥¨¿ ¨ ¯°¥-
«®¬«¥¨¿ ±¢¥² . � ª®» £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨ª¨ ¢¥°» ¤® ²¥µ ¯®°,
¯®ª  ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼ ¿¢«¥¨¿¬¨ ¨²¥°´¥°¥¶¨¨ ¨ ¤¨´° ª¶¨¨,
ª®²®°»¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯ ° £° ´¥.

�°¨¶¨¯ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¢¥²®¢»µ ¯³·ª®¢: ½¥°£¨¿ ¢ ª ¦¤®¬
¯³·ª¥ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¤°³£¨µ ¯³·ª®¢; ®±¢¥¹¥-
®±²¼ ¯®¢¥°µ®±²¨ ° ¢  ±³¬¬¥ ®±¢¥¹¥®±²¥©, ±®§¤ ¢ ¥¬»µ ®²-
¤¥«¼»¬¨ ¯³·ª ¬¨.

� ª® ¯°¿¬®«¨¥©®£® ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ±¢¥²  ³²¢¥°¦¤ ¥²,
·²® ¢ ®¤®°®¤®© ±°¥¤¥ ¨«¨ ¢ ¢ ª³³¬¥ ±¢¥² ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¯°¿-
¬®«¨¥©®, ².¥. «³· ±¢¥²  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°¿¬³¾ «¨¨¾.
I �§®¡° ¦¥¨¥. � ¦®¥ § ·¥¨¥ ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨ª¥
¨¬¥¥² ¯®¿²¨¥ ¨§®¡° ¦¥¨¿: ¨§®¡° ¦¥¨¥¬ ²®·¥·®£® ¨±²®·¨ª 

 §»¢ ¾² ²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ «³·¨ ®² ½²®£® ¨±²®·¨ª 
¯®±«¥ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ¨¬¨ ®¯²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬». �±«¨

�¨±. 75

¯°®¸¥¤¸¨¥ «³·¨ ®¡° §³¾² ±µ®¤¿¹¨©±¿ ¯³·®ª, ²® ¨§®-
¡° ¦¥¨¥  §»¢ ¾² ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬; ¥±«¨ ¦¥ «³·¨
° ±µ®¤¿²±¿ ¨§ ¢®®¡° ¦ ¥¬®© ²®·ª¨, «¥¦ ¹¥© §  ®¯²¨-
·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© (¯® ®²®¸¥¨¾ ª  ¡«¾¤ ²¥«¾), ²®
¨§®¡° ¦¥¨¥  §»¢ ¾² ¬¨¬»¬.

I �²° ¦¥¨¥ ¨ ¯°¥«®¬«¥¨¥. �°¨ ¯ ¤¥¨¨ ±¢¥² 
  £° ¨¶³ ° §¤¥«  ¤¢³µ ±°¥¤ · ±²¼ ±¢¥²  (  ¨®£¤ 
¢¥±¼ ±¢¥²) ®²° ¦ ¥²±¿ ®¡° ²® ¢ ¯¥°¢³¾ ±°¥¤³. �±«¨
¢²®° ¿ ±°¥¤  ¯°®§° · , ²® · ±²¼ ±¢¥²  ¯°®µ®¤¨² ¢®
¢²®°³¾ ±°¥¤³, ¨§¬¥¿¿  ¯° ¢«¥¨¥ «³· , ².¥. ¯°®¨±-
µ®¤¨² ¯°¥«®¬«¥¨¥ ±¢¥²  (°¨±. 75). �£®« �1 ¬¥¦¤³ ¯ ¤ ¾¹¨¬ «³·®¬
¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¬ ª £° ¨¶¥ ° §¤¥«  ¤¢³µ ±°¥¤, ¢®±±² ®¢«¥»¬
¢ ²®·ª¥ ¯ ¤¥¨¿,  §»¢ ¾² ³£«®¬ ¯ ¤¥¨¿ (¯«®±ª®±²¼, ¯°®¢¥¤¥³¾

·¥°¥§ ½²¨ ¤¢¥ ¯°¿¬»¥,  §»¢ ¾² ¯«®±ª®±²¼¾ ¯ ¤¥¨¿). �®·® ² ª
¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² ³£®« ®²° ¦¥¨¿  ¨ ³£®« ¯°¥«®¬«¥¨¿ �2.
I � ª® ®²° ¦¥¨¿ ±¢¥² . � ª® ®²° ¦¥¨¿

�¨±. 76

±¢¥²  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ®²° ¦¥»© «³· «¥¦¨² ¢
¯«®±ª®±²¨ ¯ ¤¥¨¿, ¨ ³£®« ®²° ¦¥¨¿ ° ¢¥ ³£«³ ¯ -

¤¥¨¿ ( = �1). �¯¨° ¿±¼   ½²®² § ª®, ¬®¦® ³¡¥-
¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¯«®±ª ¿ ®²° ¦ ¾¹ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼
(².¥. ¯«®±ª®¥ §¥°ª «®) ´®°¬¨°³¥² ¬¨¬®¥ ¨§®¡° ¦¥-
¨¥ ±¢¥²¿¹¥©±¿ ²®·ª¨, ° ±¯®«®¦¥®¥ ±¨¬¬¥²°¨·®
± ¬®© ²®·ª¥ ®²®±¨²¥«¼® §¥°ª «  (°¨±. 76). �§®¡° ¦¥¨¥ ¯°¥¤¬¥-
²  ¢ ¯«®±ª®¬ §¥°ª «¥ ° ¢® ¯® ° §¬¥° ¬ ± ¬®¬³ ¯°¥¤¬¥²³.

�®¯°®±. �³· ¯ ¤ ¥²   §¥°ª «®. � ª ª®© ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ ¡³¤¥² ¯®¢®° ·¨-
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126 �« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

¢ ²¼±¿ ®²° ¦¥»© «³·, ¥±«¨ §¥°ª «®  · ²¼ ¯®¢®° ·¨¢ ²¼ ± ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ !

®²®±¨²¥«¼® ®±¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ª ¯«®±ª®±²¨ ¯ ¤¥¨¿?

�²¢¥². � ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ 2!. � ¤ ¾¹¨© «³· ¥¯®¤¢¨¦¥, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ª

§¥°ª «³ ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ±® ±ª®°®±²¼¾ !, § ·¨², ± ² ª®© ¦¥ ±ª®°®±²¼¾ ¨§¬¥¿¾²±¿

ª ª ³£®« ¯ ¤¥¨¿, ² ª ¨ ³£®« ®²° ¦¥¨¿. �³¬¬  ½²¨µ ¤¢³µ ³£«®¢, ª®²®° ¿ ¥±²¼ ³£®«

¬¥¦¤³ ¯ ¤ ¾¹¨¬ ¨ ®²° ¦¥»¬ «³· ¬¨, ¨§¬¥¿¥²±¿ ±® ±ª®°®±²¼¾ 2!.

I � ª® ¯°¥«®¬«¥¨¿ ±¢¥² . � ª® ¯°¥«®¬«¥¨¿ ±¢¥²  ³²¢¥°-
¦¤ ¥², ·²® ¯°¥«®¬«¥»© «³· «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¯ ¤¥¨¿, ¨ ®²®-
¸¥¨¥ ±¨³±  ³£«  ¯ ¤¥¨¿ ª ±¨³±³ ³£«  ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨-
 , ¯®±²®¿ ¿ ¤«¿ ¤ »µ ¤¢³µ ±°¥¤; ¥¥  §»¢ ¾² ®²®±¨²¥«¼»¬
¯®ª § ²¥«¥¬ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢²®°®© ±°¥¤» ®²®±¨²¥«¼® ¯¥°¢®©:

sin�1

sin�2

= n:

�²®±¨²¥«¼»© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ° ¢¥ ®²®¸¥¨¾  ¡±®-
«¾²®£® ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢²®°®© ±°¥¤» ª  ¡±®«¾²®¬³ ¯®-
ª § ²¥«¾ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¯¥°¢®© ±°¥¤» n = n2=n1, ®²ª³¤  ¯®«³· ¥¬

sin�1

sin�2

=
n2
n1
; (1)

£¤¥  ¡±®«¾²»© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ° ¢¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾,
¯®ª § ²¥«¾ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ±°¥¤» ®²®±¨²¥«¼® ¢ ª³³¬ . �°¥¤³ ±
¡�®«¼¸¨¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¯°¥«®¬«¥¨¿  §»¢ ¾² ®¯²¨·¥±ª¨ ¡®«¥¥ ¯«®²-
®©.

�¡±®«¾²»© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ (¨«¨ ¯°®±²® ¯®ª § ²¥«¼
¯°¥«®¬«¥¨¿) ±°¥¤» ° ¢¥ ®²®¸¥¨¾ ±ª®°®±²¨ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥ ª

±ª®°®±²¨ ±¢¥²  ¢ ±°¥¤¥:

n =
c

v
:

�¡±®«¾²»© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ «¾¡®© ±°¥¤» ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨-
¶»; ® § ¢¨±¨² ª ª ®² ±®±²®¿¨¿ ¢¥¹¥±²¢ , ² ª ¨ ®² ¤«¨» ¢®«»
¯ ¤ ¾¹¥£® ±¢¥²  (¤«¿ ª° ±®£® ±¢¥²  ® ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¤«¿ ´¨®«¥²®-
¢®£®).

�°¨¬¥° 1. �®°®¸® ¨§¢¥±²®, ·²® ¢±¥ ¯°¥¤¬¥²»   ¤¥ ¥£«³¡®ª®£® ¢®¤®¥¬  ¯°¨

° ±±¬ ²°¨¢ ¨¨ ±¢¥°µ³ ·¥°¥§ ¯°®§° ·³¾ ¥§ ¬³²¥³¾ ¢®¤³ ª ¦³²±¿ ¡«¨¦¥, ·¥¬

  ± ¬®¬ ¤¥«¥. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯«®±ª ¿ ¯°¥«®¬«¿¾¹ ¿ ¯®¢¥°µ-

�¨±. 77

®±²¼ ´®°¬¨°³¥² ¬¨¬®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯°¥¤¬¥² . � ±±¬®²°¨¬

¨±²®·¨ª,  µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ¢®¤¥   £«³¡¨¥ h, ¨  ©¤¥¬ ²®·ª³

¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¤¢³µ «³·¥©: ®¤®£®, ¨¤³¹¥£® ¢¤®«¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³-

«¿°  ª ¯®¢¥°µ®±²¨, ¨ ¢²®°®£®, ¨¤³¹¥£® ¯®¤ ¬ «»¬ ³£«®¬ � ª

½²®¬³ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³ (°¨±. 77), ¯®±«¥ ¨µ ¯°¥«®¬«¥¨¿. �£®«

¯°¥«®¬«¥¨¿ ¤«¿ ¢²®°®£® «³·  �  ©¤¥¬ ¨§ § ª®  ¯°¥«®¬-

«¥¨¿: sin � = n sin�, ¨«¨, ³·¨²»¢ ¿ ¬ «®±²¼ ³£«®¢, � = n�.

�«³¡¨³ x,   ª®²®°®© ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ «³·¨, ±¢¿¦¥¬ ± £«³¡¨-

®© h, ¢»° §¨¢ ¨§ ¤¢³µ ° §»µ ²°¥³£®«¼¨ª®¢ ° ±±²®¿¨¥ y

¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ ¢»µ®¤  «³·¥© ¨§ ¢®¤»: htg� = xtg�, ¨«¨,

®¯¿²¼ ¦¥ ± ³·¥²®¬ ¬ «®±²¨ ³£«®¢, x = h�=� = h=n. � ª
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ª ª ¯®«®¦¥¨¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ®ª § «±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¨¬ ®² �, ²® ¢ ½²®© ²®·ª¥

´®°¬¨°³¥²±¿ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¨±²®·¨ª . �®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢®¤» ° ¢¥ n � 1;3,

².¥. ª ¦³¹ ¿±¿ £«³¡¨  ¢®¤®¥¬  ¯°¨¬¥°®   25% ¬¥¼¸¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®©. �±«¨,

 ®¡®°®², ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨§-¯®¤ ¢®¤» ¯°¥¤¬¥²,  µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ¢®§¤³µ¥, ²® ® ¡³¤¥²

ª § ²¼±¿ ¤ «¼¸¥, ·¥¬   ± ¬®¬ ¤¥«¥ (³¡¥¤¨²¥±¼ ¢ ½²®¬ ± ¬¨). �²¬¥²¨¬, ·²® (¢

®²«¨·¨¥ ®² ¨§®¡° ¦¥¨¿ ¢ §¥°ª «¥) ¨§®¡° ¦¥¨¥ ´®°¬¨°³¥²±¿ ²®«¼ª® ³§ª¨¬ ¯³·ª®¬

«³·¥©, ¨¤³¹¨µ ¯®¤ ¬ «»¬¨ ³£« ¬¨ (¯°¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¨¨ £« §®¬ ½²® ³±«®¢¨¥, ª®¥·®

¦¥, ¢»¯®«¿¥²±¿).

�°¨¬¥° 2. � ª® ¯°¥«®¬«¥¨¿ ±¢¥² , § ¯¨± »© ¢ ´®°¬¥

n sin � = const

(±¬. (1)), ¯®§¢®«¿¥² ¤ ²¼ ª ·¥±²¢¥®¥ ®¡º¿±¥¨¥ ¯®¿¢«¥¨¾ ¬¨° ¦¥©  ¤ ° ±ª -

«¥®© ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ¤®°®£¨ ¨«¨ ¯³±²»¨. �®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢®§¤³µ  § ¢¨±¨²

®² ¥£® ¯«®²®±²¨ | £¤¥ ¡®«¼¸¥ ¯«®²®±²¼, ² ¬ ¡®«¼¸¥ ¨ ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿.

� ª ª ª ¤ ¢«¥¨¥ ¢®§¤³µ  ¯®±²®¿®, ²® ¥£® ¯«®²®±²¼ ®ª®«® ° ±ª «¥®© ¯®¢¥°µ®-

±²¨ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¢ ¢¥°µ¨µ ±«®¿µ (¢±¯®¬¨²¥ ³° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ £ §  p = �RT=M).

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® «³· ±¢¥²  ¯ ¤ ¥² ¯®«®£® (².¥. ¯®¤ ³£«®¬ ¯®·²¨ 90
�
)   ¯®¢¥°µ®±²¼.

�® ¬¥°¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ n ³¬¥¼¸ ¥²±¿, � ¢®§° ±² ¥², ¨ ¯°¨ ¥ª®²®-

°®¬ n  ¯° ¢«¥¨¥ «³·  ±² ¥² £®°¨§®² «¼»¬, ¯®±«¥ ·¥£® ®  ·¥² ³¤ «¿²¼±¿ ®²

¯®¢¥°µ®±²¨. �«¿  ¡«¾¤ ²¥«¿ ² ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ «³·¥© ¡³¤¥² ¥®²«¨·¨¬® ®² ®¡»·®£®

®²° ¦¥¨¿ ®² ¢®®¡° ¦ ¥¬®© ¢®¤®© ¯®¢¥°µ®±²¨.

I �°¨¶¨¯ �¾©£¥± . � ª®» ®²° ¦¥¨¿ ¨ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¬®-
£³² ¡»²¼ ¢»¢¥¤¥» ¨§ ¯°¨¶¨¯  �¾©£¥± , ±¯° ¢¥¤«¨¢®£® ¤«¿ ¢®«

«¾¡®© ¯°¨°®¤»:  ) ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ¢®«®¢®£® ´°®²  ¿¢«¿¥²±¿ ¨±-
²®·¨ª®¬ ¢²®°¨·»µ ¢®«; ¡) ·²®¡»  ©²¨ ®¢»© ´°®² ¢®«»,
 ¤® ¯®±²°®¨²¼ ®£¨¡ ¾¹³¾ ¢²®°¨·»µ ¢®«. �¨±³ª¨ 78  ,¡ ¯®¿±-
¿¾² ¢»¢®¤ § ª®®¢ ®²° ¦¥¨¿ ¨ ¯°¥«®¬«¥¨¿. AC | ´°®²

�¨±. 78

¯ ¤ ¾¹¥© ¢®«», BD | ´°®² ¯°®¸¥¤¸¥© (®²° ¦¥®© ¨«¨ ¯°¥-
«®¬«¥®©) ¢®«»; ¢ ±«³· ¥ ®²° ¦¥¨¿ CB = AD, ¨  = �; ¢ ±«³· ¥
¯°¥«®¬«¥¨¿ CB = v1�t, AD = v2�t = (v1=n)�t, ².¥. sin�1 ¢ n ° §
¡®«¼¸¥, ·¥¬ sin�2 (§ ª® ¯°¥«®¬«¥¨¿).

c�.�¥°®³¶  2000



128 �« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

I �®«®¥ ¢³²°¥¥¥ ®²° ¦¥¨¥. �³±²¼ n = n2=n1 > 1. �®-
£¤  sin�2 = (sin�1)=n ¨§¬¥¿¥²±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² 0 (¯°¨ �1 = 0 |
®°¬ «¼®¥ ¯ ¤¥¨¥ «³· ) ¤® 1=n (¯°¨ �1 = 90� | ±ª®«¼§¿¹¨©
«³·). � ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ «³·¨, ¯ ¤ ¾¹¨¥   £° ¨¶³ ° §¤¥«  ¨§
±°¥¤» 2 (°¨±. 79). �±«¨ 0 6 sin�2 6 1=n («³· 1), ²® ¥¬³ ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² ª ª®©-²® ¯°¥«®¬«¥»© «³· ¢ ±°¥¤¥ 1 (¨ ±« ¡»© ®²° ¦¥»©

«³· ¢ ±°¥¤¥ 2); ¯°¨ sin�2 = 1=n ¯°¥«®¬«¥»© «³·

�¨±. 79

¢»µ®¤¨² ¯®¤ ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦»¬ ³£«®¬ 90�

(sin�1 = n sin�2 = 1). �±«¨ ¦¥ sin�2 > 1=n («³·
2), ²® ¯°¥«®¬«¥»© «³· ®²±³²±²¢³¥²: ¯°®¨±µ®¤¨²
¯®«®¥ ®²° ¦¥¨¥ «³·  ®² £° ¨¶» ° §¤¥« . �² ª,
¯®«®¥ ®²° ¦¥¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¨ ¯ ¤¥¨¨ «³·  ¨§
®¯²¨·¥±ª¨ ¡®«¥¥ ¯«®²®© ±°¥¤» ¯®¤ ³£«®¬, ¡�®«¼¸¨¬

¯°¥¤¥«¼®£® ³£«  ¯®«®£® ®²° ¦¥¨¿ (� > �¯°), ®¯°¥¤¥«¿¥¬®£® ³±«®-
¢¨¥¬:

sin�¯° =
1

n

(n = n2=n1 > 1 | ®²®±¨²¥«¼»© ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿).

�°¨¬¥° 3. � ¯®«¥ §°¥¨¿ ¢®¤®« § , ª®²®°»© ± £«³¡¨» h ° ±±¬ ²°¨¢ ¥² ¯«®-

±ª³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¢®¤», ¡³¤¥² ±¢¥²«»© ª°³£ ° ¤¨³±®¬ R = htg�¯° ¨ §¥°ª «¼ ¿

¯®¢¥°µ®±²¼ ¢¥ ½²®£® ª°³£ , ¢ ª®²®°®© ® ¡³¤¥² ¢¨¤¥²¼ ®²° ¦¥»¬¨ ³¤ «¥-

»¥ ³· ±²ª¨ ¤  (°¨± 80). �¢¥²«»© ª°³£ ¢®§¨ª ¥² ¯®²®¬³, ·²® ±¢¥²®¢»¥ «³·¨,

¯ ¤ ¾¹¨¥ ¨§ ¢®§¤³µ    ²®·ª³ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢®¤» ¯®¤ ¢±¥¢®§-

�¨±. 80

¬®¦»¬¨ ³£« ¬¨, ¢ ¢®¤¥ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ¢³²°¨ ª®³±  ±

³£«®¬ ¯®«³° ±²¢®°  �¯°. �§®¡° ¦¥¨¥ ¡«¨§ª¨µ ³· ±²ª®¢ ¤ ,

®²° ¦¥»µ ¢³²°¥¥© · ±²¼¾ ª°³£ , ¡³¤¥² ¤«¿ ¢®¤®« § 

±¨«¼® ®±« ¡«¥»¬, ² ª ª ª ¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ±¢¥²®¢®© ½¥°£¨¨

¢»©¤¥²  °³¦³ (³£®« ¯ ¤¥¨¿ ¬¥¼¸¥ �¯°). �°®¬¥ ²®£®, ½²®

±« ¡®¥ ®²° ¦¥¨¥ ¡³¤¥² ²¥°¿²¼±¿   ´®¥ ±¢¥²®¢®£® ¯®²®ª ,

¨¤³¹¥£® ª ¢®¤®« §³ ± °³¦¨. � ®¡®°®², ³¤ «¥»¥ ³· ±²-

ª¨ ¤ , ®²° ¦¥»¥ ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ¢¥ ª°³£ , ¡³¤³² ¢¨¤»

¢®¤®« §³ ®²·¥²«¨¢®, ª ª ¢ §¥°ª «¥, ² ª ª ª ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨

¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ ¯®«®£® ¢³²°¥¥£® ®²° ¦¥¨¿ (³£®« ¯ ¤¥¨¿ ¡®«¼¸¥ �¯°).

�¢«¥¨¥ ¯®«®£® ®²° ¦¥¨¿ ®¡º¿±¿¥² ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¯°¿¬®-
³£®«¼®© ¯°¨§¬» ¤«¿ ¯®¢®°®²  «³·¥©   90� (°¨±. 81  ),   180�

(°¨±. 81 ¡) ¨ ¤«¿ ¨§¬¥¥¨¿ ¯®°¿¤ª  «³·¥© (°¨±. 81 ¢). �«¿ ±²¥ª« 
n = 1;5, ¨ ¯°¥¤¥«¼»© ³£®« ¯®«®£® ®²° ¦¥¨¿ ¬¥¼¸¥ 45�.

�±«¨ «³·¨ ±¢¥²  ¥ ¨±¯»²»¢ ¾² ¯®«®£® ®²° ¦¥¨¿   ¢³²°¥-
¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯°¨§¬» (°¨±. 81 £), ²® ®¨ ¨±¯»²»¢ ¾² ®²ª«®¥¨¥

  ³£®« � ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ®² ¢¥°¸¨»; ³£®« � § ¢¨±¨² ®² ¯®ª § ²¥«¿
¯°¥«®¬«¥¨¿ n (·¥¬ ¡®«¼¸¥ n, ²¥¬ ¡®«¼¸¥ �).

I �¨§». �¨§®©  §»¢ ¾² ¯°®§° ·®¥ ²¥«®, ®£° ¨·¥®¥
¤¢³¬¿ ±´¥°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¿¬¨. �» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼
²®«¼ª® ²®ª³¾ «¨§³, ²®«¹¨  ª®²®°®© ¬ «  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ° -
¤¨³± ¬¨ ª°¨¢¨§» ¯®¢¥°µ®±²¥©. �°¿¬³¾ AA1, ¯°®¢¥¤¥³¾ ·¥°¥§
¶¥²°» ±´¥°¨·¥±ª¨µ ¯®¢¥°µ®±²¥©,  §»¢ ¾² £« ¢®© ®¯²¨·¥±ª®©
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�¨±. 81

®±¼¾ «¨§» (°¨±. 82); ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ½²®© ®±¨ ± ²®ª®© «¨§®© ° ±±¬ -
²°¨¢ ¾² ª ª ®¤³ ²®·ª³ ¨  §»¢ ¾² ®¯²¨·¥±ª¨¬ ¶¥²°®¬ «¨§».
�¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿, ¯°®¢¥¤¥ ¿ ·¥°¥§ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²° ¯®¤ ³£«®¬ ª
£« ¢®© ®±¨,  §»¢ ¥²±¿ ¯®¡®·®© ®¯²¨·¥±ª®© ®±¼¾.

�®§«¥ ®¯²¨·¥±ª®£® ¶¥²°  ¯®¢¥°µ®±²¨ «¨§» ¯ ° ««¥«¼» ¤°³£
¤°³£³, ¨ «¾¡®© «³·, ¯°®µ®¤¿ ·¥°¥§ ½²® ¬¥±²® «¨§», ¥ ¨±¯»²»¢ ¥²
®²ª«®¥¨¿. �³· ¦¥, ¯°®¸¥¤¸¨© ·¥°¥§ «¾¡®¥ ¤°³£®¥ ¬¥±²® «¨-
§», ¨§¬¥¿¥² ±¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥. �« ¢®¥ ±¢®©±²¢® «¨§» | ²®, ·²®
®  ±®§¤ ¥² ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¨±²®·¨ª®¢ ±¢¥² . �®«¥¥ ²®·® | «³·¨,
¨±¯³¹¥»¥ ²®·¥·»¬ ¨±²®·¨ª®¬ ¯®¤ ¬ «»¬¨ ³£« ¬¨ ª £« ¢®©
®¯²¨·¥±ª®© ®±¨, ¯®±«¥ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢ «¨§¥ ±®¡¨° ¾²±¿ ¢ ®¤³ ²®·-

ª³. �§®¡° ¦¥¨¥ ±®§¤ ¥²±¿ «¾¡®© · ±²¼¾ «¨§».

� ±±¬®²°¨¬ ¯³·®ª «³·¥©, ¯ ¤ ¾¹¨µ   «¨§³ ¯ ° ««¥«¼® £« ¢-
®© ®¯²¨·¥±ª®© ®±¨. �±«¨ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²°  µ®¤¨²±¿ ¢ ± ¬®¬

²®«±²®¬ ¬¥±²¥ «¨§» (°¨±. 82  ), ²® «³·¨ ®²ª«®¿¾²±¿ ¢ ±²®°®³
£« ¢®© ®±¨ ¨ ±®¡¨° ¾²±¿ ¢ ²®·ª³   ½²®© ®±¨. � ª³¾ «¨§³

�¨±. 82

 §»¢ ¾² ±®¡¨° ¾¹¥©,   ²®·ª³ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ F  §»¢ ¾² £« ¢»¬

´®ª³±®¬ «¨§». �±«¨ ¦¥ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²°  µ®¤¨²±¿,  ®¡®°®²,
¢ ± ¬®¬ ²®ª®¬ ¬¥±²¥ «¨§» (°¨±. 82 ¡), ²® ¯°¥«®¬«¥»¥ «³·¨
° ±µ®¤¿²±¿ ®² £« ¢®© ®¯²¨·¥±ª®© ®±¨. � ª³¾ «¨§³  §»¢ ¾²
° ±±¥¨¢ ¾¹¥©,   ²®·ª³ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°¥«®¬«¥»µ «³·¥©, ²®·¥¥,
¨µ ¯°®¤®«¦¥¨©  § ¤, §  «¨§³, ² ª¦¥  §»¢ ¾² £« ¢»¬ ´®ª³±®¬
(¨®£¤  £®¢®°¿² | ¬¨¬»© ´®ª³±). �°³£®© £« ¢»© ´®ª³± ° ±¯®-
«®¦¥ ¯® ¤°³£³¾ ±²®°®³ ®² «¨§»   ² ª®¬ ¦¥ ° ±±²®¿¨¨ ®² ¥¥
(¥±«¨ ±°¥¤  ± ¤¢³µ ±²®°® ®² «¨§» ®¤  ¨ ²  ¦¥). � ±±²®¿¨¥ ®²
´®ª³±  ¤® «¨§»  §»¢ ¾² ´®ª³±»¬ ° ±±²®¿¨¥¬ ¨ ®¡®§ · ¾²
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130 �« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

¡³ª¢®© F . �¥«¨·¨³, ®¡° ²³¾ ´®ª³±®¬³ ° ±±²®¿¨¾,  §»¢ ¾²
®¯²¨·¥±ª®© ±¨«®© «¨§»: D = 1=F . �±«¨ F ¢»° §¨²¼ ¢ ¬¥²° µ,
²® D ®ª ¦¥²±¿ ¢»° ¦¥®© ¢ ¤¨®¯²°¨¿µ (¤¯²°). �«¿ ±®¡¨° ¾¹¥©
«¨§» ®¯²¨·¥±ª ¿ ±¨«  «¨§» ¯®«®¦¨²¥«¼ , ¤«¿ ° ±±¥¨¢ ¾¹¥© |
®²°¨¶ ²¥«¼».

�³·®ª ¯ ° ««¥«¼»µ «³·¥©, ¯ ¤ ¾¹¨µ ¯®¤ ¬ «»¬ ³£«®¬ ª £« ¢-

®© ®¯²¨·¥±ª®© ®±¨, ±®¡¨° ¥²±¿ ¯®±«¥ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢ ²®·ª¥C1,  µ®-
¤¿¹¥©±¿ ¢ ´®ª «¼®© ¯«®±ª®±²¨ «¨§», ².¥. ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯°®¢¥¤¥-
®© ·¥°¥§ £« ¢»© ´®ª³± (¤«¿ ±®¡¨° ¾¹¥© «¨§» | °¨±. 83  , ¤«¿
° ±±¥¨¢ ¾¹¥© | °¨±. 83 ¡) ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ª £« ¢®© ®±¨. � ©²¨
½²³ ²®·ª³ ¬®¦®, ¢»¡° ¢ ¨§ ¯³·ª  «³· CO, ¯°®µ®¤¿¹¨© ¡¥§ ¯°¥«®¬-
«¥¨¿ ·¥°¥§ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²° «¨§», ¨ ¯®±²°®¨¢ ¥£® ¯¥°¥±¥·¥¨¥
± ´®ª «¼®© ¯«®±ª®±²¼¾.

�¨±. 83

I �®±²°®¥¨¥ ¨§®¡° ¦¥¨©. �²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ¨§®¡° ¦¥¨¥

²®·ª¨, «¥¦ ¹¥© ¢ ±²®°®¥ ®² ®¯²¨·¥±ª®© ®±¨, ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼
«¾¡»¥ ¤¢  ¨§ ²°¥µ hh³¤®¡»µii «³·¥© (°¨±. 84), µ®¤ ª®²®°»µ ¯®±«¥
¯°¥«®¬«¥¨¿ ¨§¢¥±²¥:  ) «³·, ¯°®µ®¤¿¹¨© ·¥°¥§ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²°

«¨§», ¡) «³·, ¯ ¤ ¾¹¨© ¯ ° ««¥«¼® £« ¢®© ®±¨, ¢) «³·, ¯°®-
µ®¤¿¹¨© ·¥°¥§ ´®ª³± «¨§», ª®²®°»© ¯®©¤¥² ¯®±«¥ ¯°¥«®¬«¥¨¿
¯ ° ««¥«¼® £« ¢®© ®±¨ (½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¡° ²¨¬®±²¨ «³·¥©).

�²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ²®·ª¨ A, «¥¦ ¹¥©   £« ¢®©
®±¨, ¢»¡¨° ¾² ¯°®¨§¢®«¼»© «³· AB ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¥£® ±®-
¢¬¥±²® ± ¤®¯®«¨²¥«¼»¬ «³·®¬ CO, ¯°®¢¥¤¥»¬ ¯ ° ««¥«¼®

«³·³ AB ·¥°¥§ ®¯²¨·¥±ª¨© ¶¥²° «¨§» (±¬. °¨±. 83). �®±«¥ ¯°¥-
«®¬«¥¨¿ ½²¨ «³·¨ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥ C1, «¥¦ ¹¥© ¢ ´®ª «¼®©
¯«®±ª®±²¨, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¨§®¡° ¦¥¨¥ A1 ²®·ª¨ A.

�¨±. 84
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I �®°¬³«  «¨§». �«¿   «¨²¨·¥±ª¨µ ° ±·¥²®¢ ¨±¯®«¼§³¾²
´®°¬³«³ «¨§», ±¢¿§»¢ ¾¹³¾ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ° ±±²®¿¨¥ ®² ¨±²®·-
¨ª  ¤® «¨§» d ¨ ° ±±²®¿¨¥ ®² ¨§®¡° ¦¥¨¿ ¤® «¨§» f :

1

d
+
1

f
=

1

F
: (2)

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¢¥«¨·¨  F ¢»¡¨° ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¢ ±«³-
· ¥ ±®¡¨° ¾¹¥© «¨§» (¤¥©±²¢¨²¥«¼»© ´®ª³±) ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®©
¢ ±«³· ¥ ° ±±¥¨¢ ¾¹¥© «¨§» (¬¨¬»© ´®ª³±). � «®£¨·®, f > 0
¢ ±«³· ¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®£® ¨§®¡° ¦¥¨¿ ¨ f < 0 ¢ ±«³· ¥ ¬¨¬®£®
¨§®¡° ¦¥¨¿. �¥«¨·¨  d ²®¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼®©, ·²®
±®®²¢¥²±²¢³¥² hh¬¨¬®¬³ ¨±²®·¨ª³ii, ².¥. ¯ ¤¥¨¾   «¨§³ ±µ®¤¿-
¹¥£®±¿ ¯³·ª  «³·¥©, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ §  «¨§®©.

I �¢¥«¨·¥¨¥ «¨§». �¢¥«¨·¥¨¥¬ «¨§» �  §»¢ ¾² ®²®¸¥-
¨¥ «¨¥©»µ ° §¬¥°®¢ ¨§®¡° ¦¥¨¿ ª «¨¥©»¬ ° §¬¥° ¬ ¯°¥¤¬¥-
² . �§ ¯®¤®¡¨¿ ²°¥³£®«¼¨ª®¢ ABO ¨ A1B1O (±¬. °¨±. 84) ±«¥¤³¥²,

·²® ¤«¿ ¯®¯¥°¥·»µ ° §¬¥°®¢ ³¢¥«¨·¥¨¥ ¤ ¥²±¿ ¢»° ¦¥¨¥¬

� =
jA1B1j

jABj
=
�
�
�
f

d

�
�
�: (3)

�§ ´®°¬³«» «¨§» (2) ± ³·¥²®¬ (3) ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ±«³· ¥ ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼®£® ¯°¥¤¬¥²  (d > 0) ¢®§¬®¦» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±«³· ¨.

� « ³ ·   © 1. � ±±¥¨¢ ¾¹ ¿ «¨§  ¢±¥£¤  ¤ ¥² ¬¨¬®¥ ¨ ³¬¥¼-
¸¥®¥ (� < 1) ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯°¥¤¬¥²  (®·ª¨ ¤«¿ ¡«¨§®°³ª¨µ).

� « ³ ·   © 2. �®¡¨° ¾¹ ¿ «¨§  ´®°¬¨°³¥² ¬¨¬®¥ ¨§®¡° -
¦¥¨¥ ¯°¥¤¬¥²  ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ d < F ; ®¤ ª® ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ° ±-
±¥¨¢ ¾¹¥© «¨§», ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯®«³· ¥²±¿ ³¢¥«¨·¥»¬ (� > 1).
�²®² ±«³· © °¥ «¨§³¥²±¿ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ «³¯».

� « ³ ·   © 3. �±«¨ ¯°¥¤¬¥² ° ±¯®«®¦¥ §  ´®ª³±®¬ (d > F ), ²®
¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬; ¥±«¨ d < 2F , ²® ¨§®¡° -
¦¥¨¥   ½ª° ¥ ¯®«³· ¥²±¿ ³¢¥«¨·¥»¬ (¯°®¥ª¶¨®»©  ¯¯ ° ²);
¢ ±«³· ¥ d > 2F ´®°¬¨°³¥²±¿ ³¬¥¼¸¥®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¯°¥¤¬¥² 
(´®²® ¯¯ ° ²).

x 2. �±®¢» ¢®«®¢®© ®¯²¨ª¨

I �¨±¯¥°±¨¿. �§¬¥°¥¨¿ ±ª®°®±²¨ ±¢¥²  ¢ ° §«¨·»µ ¯°®§° ·-
»µ ±°¥¤ µ ¯®ª § «¨, ·²® ®  ¢±¥£¤  ¬¥¼¸¥ ±ª®°®±²¨ ±¢¥²  ¢ ¢ -
ª³³¬¥. �°®¬¥ ²®£®, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±ª®°®±²¨ ¢ ¢ ª³³¬¥, ±ª®°®±²¼
° ±¯°®±²° ¥¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢ ¢¥¹¥±²¢¥ § ¢¨±¨² ®²
¤«¨» ¢®«»; ½²® ¿¢«¥¨¥  §»¢ ¾² ¤¨±¯¥°±¨¥©. �«¿ ±¢¥²®¢»µ ¢®«
¤«¨  ¢®«» ±¢¿§   ± ¶¢¥²®¬,   ±ª®°®±²¼ ¢®«» | ± ¯®ª § ²¥«¥¬
¯°¥«®¬«¥¨¿; ¯®½²®¬³ ¤¨±¯¥°±¨¿ ±¢¥²  ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨
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132 �« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ®² ¶¢¥² . �¯¥°¢»¥ ½²® ¿¢«¥¨¥ ¨±±«¥¤®-
¢ « �¼¾²®; ¯°®¯³±²¨¢ ³§ª¨© ¯³·®ª ¡¥«®£® ±¢¥²  ·¥°¥§ ¯°¨§¬³,
® ®¡ °³¦¨«, ·²® ¯³·®ª ° §¢¥°³«±¿ ¢ ¯®«®±ª³ ±® ¢±¥¬¨ ¶¢¥² -
¬¨: ®² ´¨®«¥²®¢®£® ( ¨¡®«¼¸¥¥ ¯°¥«®¬«¥¨¥) ¤® ª° ±®£®. �¥«»©
±¢¥² ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¬¥±¼ ±¢¥²®¢»µ ¢®« ¢±¥µ ¶¢¥²®¢; ®ª° ±-
ª  ¯°¥¤¬¥²®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥ ¨§«³·¥¨¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢®«
± ¬¨¬¨ ¯°¥¤¬¥² ¬¨ (¯°¨ ª®¬ ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨§«³·¥¨¥ ±¢¥-
²®¢»µ ¢®« ¨·²®¦® ¬ «®),   ²¥¬, ·²® ®±¢¥¹¥®¥ ¡¥«»¬ ±¢¥²®¬

²¥«®¯®-° §®¬³¯®£«®¹ ¥²±¢¥²° §«¨·®©· ±²®²».

�²¬¥²¨¬ ¢ ¦®¥ ±¢®©±²¢® ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª®© (¨¬¥¾¹¥© ®¯°¥-
¤¥«¥³¾ · ±²®²³ �) ±¢¥²®¢®© ¢®«»: ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ¨§ ¢ ª³³¬  ¢
±°¥¤³ · ±²®²  � ¥ ¬¥¿¥²±¿,   ¤«¨  ¢®«» � = v=�, ª ª ¨ ±ª®°®±²¼
¢®«», ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¢ n ° §.

I �¯¥ª²° «¼»©   «¨§. � ¦³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ¢³²°¥¥¬
±²°®¥¨¨ ¢¥¹¥±²¢  ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¨±±«¥¤³¿ ±¯¥ª²° «¼»© ±®±² ¢
¨§«³· ¥¬»µ ¨¬ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«. �¯¥ª²°» ¢¥¹¥±²¢ ³±«®¢-

® ¤¥«¿²   ²°¨ ²¨¯ : ²¢¥°¤»¥ ¨ ¦¨¤ª¨¥ ¢¥¹¥±²¢  ¨¬¥¾² ¥¯°¥-
°»¢»¥ (±¯«®¸»¥) ±¯¥ª²°», ° §°¥¦¥»¥ ¬®«¥ª³«¿°»¥ £ §» |
¯®«®± ²»¥ ±¯¥ª²°» ¨ ° §°¥¦¥»¥  ²®¬»¥ £ §» | «¨¥©· ²»¥

±¯¥ª²°». �«¨» ¢®« «¨¥©· ²®£® ±¯¥ª²°  ª ª®£®-«¨¡® ¢¥¹¥±²¢ 
§ ¢¨±¿² ²®«¼ª® ®² ±¢®©±²¢  ²®¬®¢ ½²®£® ¢¥¹¥±²¢ , ® ¥ § ¢¨±¿²
®² ±¯®±®¡  ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ±¢¥·¥¨¿  ²®¬®¢. �¯¥ª²° «¼»©   «¨§ |
®¯°¥¤¥«¥¨¥ µ¨¬¨·¥±ª®£® ±®±² ¢  ¢¥¹¥±²¢  ¯® ¥£® ±¯¥ª²°³; ¤«¿
½²®£® ±¯¥ª²° «¼»¥ «¨¨¨ ¨±±«¥¤³¥¬®£® ¢¥¹¥±²¢  ±° ¢¨¢ ¾² ±
² ¡«¨¶ ¬¨ ±¯¥ª²°®¢  ²®¬®¢.

I �ª «  ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«. �ª «  ½«¥ª²°®¬ £¨²-

»µ ¢®« ³±«®¢® ¤¥«¨²±¿   ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡« ±²¨ (¯® ¤«¨¥ ¢®«»):
 ) ¨§ª®· ±²®²®¥ ¨§«³·¥¨¥, ¡) ° ¤¨®¢®«» (0;05¬¬ � 105 ¬),
¢) ®¯²¨·¥±ª¨© ¤¨ ¯ §®: ¨´° ª° ±»¥ «³·¨ (770 ¬ � 0;05¬¬),
¢¨¤¨¬»© ±¢¥² (380 ¬ � 770 ¬), ³«¼²° ´¨®«¥²®¢»¥ «³·¨
(10 ¬ � 380 ¬), £) °¥²£¥®¢±ª¨¥ «³·¨ (0;01 ¬ � 100 ¬) ¨ ¤) -
¨§«³·¥¨¥ (< 0;1 ¬). � ·¥±²¢¥®¥ ° §«¨·¨¥ ¬¥¦¤³ ° §»¬¨
³· ±²ª ¬¨ ¸ª «» ±®±²®¨² ¢ ±¯®±®¡ µ ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ¨ °¥£¨±²° ¶¨¨
¢®«; ª°®¬¥ ²®£®, ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ · ±²®²» (®±®¡¥® ¯°¨ ¯¥°¥-

µ®¤¥ ª °¥²£¥®¢±ª¨¬ «³· ¬ ¨ -¨§«³·¥¨¾) ¢±¥ ¡®«¥¥ ®²·¥²«¨¢®
¯°®¿¢«¿¾²±¿ ª®°¯³±ª³«¿°»¥ ±¢®©±²¢  ¨§«³·¥¨¿.

I �²¥°´¥°¥¶¨¿ ±¢¥² . � «®¦¥¨¥ ¤¢³µ (¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨µ)
¢®«, ¯°¨ ª®²®°®¬ ®¡° §³¥²±¿ ³±²®©·¨¢®¥ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ¯°®-
±²° ±²¢¥ ½¥°£¨¨ °¥§³«¼²¨°³¾¹¨µ ª®«¥¡ ¨©,  §»¢ ¾² ¨²¥°-

´¥°¥¶¨¥©. �²® ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¨±²®·¨ª¨ ¢®«
¿¢«¿¾²±¿ ª®£¥°¥²»¬¨, ².¥. ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ · ±²®²³ ¨ ¯®±²®-
¿³¾ ° §®±²¼ ´ §. � ¬¨ ¢®«» ²®¦¥  §»¢ ¾² ª®£¥°¥²»¬¨.
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�°¨ ±«®¦¥¨¨ ¤¢³µ ª®£¥°¥²»µ ¢®«  ¬¯«¨²³¤  ¢ ¤ ®© ²®·-
ª¥ ¯°®±²° ±²¢  ¡³¤¥² ¬ ª±¨¬ «¼®©, ¥±«¨ ª®«¥¡ ¨¿ ¯°®¨±µ®¤¿²
±¨µ°®®, ².¥. ° §®±²¼ ¨µ ´ § ° ¢  ³«¾ ¨«¨ ¶¥«®¬³ ª° ²®¬³
2�: � = 2m�. �±«¨ ª®«¥¡ ¨¿ ¯°®¨±µ®¤¿² ¢ ¯°®²¨¢®´ §¥, ².¥.
� = (2m + 1)�, ²® °¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿  ¬¯«¨²³¤  ¡³¤¥² ¬¨¨¬ «¼-
®©. � §  ¢®«»  ¢ ¤ ®© ²®·ª¥ ¯°®±²° ±²¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
²¥¬, ±ª®«¼ª® ¤«¨ ¢®« ³ª« ¤»¢ ¥²±¿   ¯³²¨ ±¢¥²  ®² ¨±²®·¨ª 
ª ¤ ®© ²®·ª¥:   ª ¦¤®© ¤«¨¥ ¢®«» § ¯ §¤»¢ ¨¥ ¯® ´ §¥ ¯®

®²®¸¥¨¾ ª ¨±²®·¨ª³ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿   2� (±¬. ±²°. 0).
�±«¨ ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ±¢¥²®¢®© ¢®«» ®² ¨±²®·¨ª  ª ²®·ª¥  ¡«¾¤¥¨¿ ¯°®¨±µ®-

¤¨² ¢ ±°¥¤¥ ± ¯®ª § ²¥«¥¬ ¯°¥«®¬«¥¨¿ n, ²® ¤«¿ ¯®¤±·¥²  ®²±² ¢ ¨¿ ¯® ´ §¥ ¢¢®¤¿²

®¯²¨·¥±ª³¾ ¤«¨³ ¯³²¨, ° ¢³¾ l®¯² = nl, £¤¥ l | ° ±±²®¿¨¥, ª®²®°®¥ ¯°®µ®¤¨²

±¢¥² ¢ ±°¥¤¥. �²±² ¢ ¨¥ ¯® ´ §¥   ½²®¬ ³· ±²ª¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ®²®¸¥¨¥ l®¯² ª

¤«¨¥ ¢®«» �0 ¤ ®£® ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥: � = 2�l=� = 2�nl=�0 = = 2�l®¯²=�0. �±«¨

±¢¥² ª ²®·ª¥  ¡«¾¤¥¨¿ ¯°®µ®¤¨² ³· ±²ª¨ ± ° §»¬¨ ¯®ª § ²¥«¿¬¨ ¯°¥«®¬«¥¨¿,

²®  ¤® ¢»·¨±«¨²¼ ®¡¹³¾ ®¯²¨·¥±ª³¾ ¤«¨³ ¯³²¨.

�¢  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±²®·¨ª  ±¢¥²  ¥ ¬®£³² ±®§¤ ²¼ ¨²¥°´¥-
°¥¶¨®³¾ ª °²¨³. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¨±µ®¤¿¹¨© ®² ¨µ ±¢¥² ±®-
±²®¨² ¨§ ¬®¦¥±²¢  ¢®«, ¨±¯³¹¥»µ ° §«¨·»¬¨  ²®¬ ¬¨ ¢ ±«³-
· ©»¥ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨ (¨±ª«¾·¥¨¥ ±®±² ¢«¿¾² « §¥°»). �°®-
¯³±²¨¢ ±¢¥² ·¥°¥§ ´¨«¼²°, ¬®¦® ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯°¨¬¥°®¥ ° ¢¥±²¢®

· ±²®² (®±² «¼»¥ · ±²®²»´¨«¼²° ¯®£«®¹ ¥²), ® ¯®±²®¿³¾ ° §-
®±²¼ ´ § ¬» ¥ ¯®«³·¨¬. �®½²®¬³ ¤«¿  ¡«¾¤¥¨¿ ®¯²¨·¥±ª®©
¨²¥°´¥°¥¶¨¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾²  «®¦¥¨¥ ¤¢³µ ¢®«, ¨±¯³¹¥»µ
®¤¨¬ ¨±²®·¨ª®¬ ±¢¥² , ® ¯°¨¸¥¤¸¨µ ª ¬¥±²³ ¨²¥°´¥°¥¶¨¨
° §«¨·»¬¨ ¯³²¿¬¨. �±«¨ ° §®±²¼ ®¯²¨·¥±ª¨µ ¤«¨ ¯³²¨ ½²¨µ
¢®« � (¥¥  §»¢ ¾² ®¯²¨·¥±ª®© ° §®±²¼¾ µ®¤ ) ° ¢  ¶¥«®¬³
ª° ²®¬³ �0, ²® ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¡³¤¥² ¬ ª±¨¬³¬ ¨²¥°´¥°¥¶¨¨ (³±«®-
¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  � = m�0); ³±«®¢¨¥ ¬¨¨¬³¬  ¨²¥°´¥°¥¶¨¨ ¨¬¥¥²
¢¨¤ � = (m+ 1=2)�0.
I �²¥°´¥°¥¶¨¿ ¢ ²®ª¨µ ¯«¥ª µ. �°¨¬¥° | ¨²¥°´¥-
°¥¶¨¿ ¢®«, ®²° ¦¥»µ ®² ¤¢³µ ¯®¢¥°µ®±²¥© ²®ª®© ¯«¥ª¨

¨«¨ ²®ª®£® ¢®§¤³¸®£® ¯°®¬¥¦³²ª . �¯²¨·¥±ª ¿ ° §®±²¼ µ®¤ 
¨ ° §®±²¼ ´ § § ¢¨±¿² ®² ²®«¹¨» ¯«¥ª¨ ¨«¨ ¯°®¬¥¦³²ª ; ¤«¿

®°¬ «¼®£® ¯ ¤¥¨¿ ±¢¥²  ®¯²¨·¥±ª ¿ ° §®±²¼ µ®¤  ° ¢¿¥²±¿
� = 2dn + �0=2 (¯®«®¢¨  ¤«¨» ¢®«» ¤®¡ ¢«¥ , ·²®¡» ³·¥±²¼,
·²® ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨ ®² ®¯²¨·¥±ª¨ ¡®«¥¥ ¯«®²®© ±°¥¤» ´ §  ¢®«»
¬¥¿¥²±¿   � | ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ®²° ¦¥®© ¢®«¥ ¯°®¨±µ®¤¿² ¢ ¯°®-
²¨¢®´ §¥ ± ¯ ¤ ¾¹¥©). �±«¨ ²®«¹¨  ¬¥¿¥²±¿, ²® ±¢¥²«»¥ ¯®«®±»
·¥°¥¤³¾²±¿ ± ²¥¬»¬¨. �°¨¬¥°®¬ ² ª¨µ ¯®«®± ¿¢«¿¾²±¿ ª®«¼¶ 
�¼¾²® , ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¯°¨  ¡«¾¤¥¨¨ ¢ ®²° ¦¥®¬ ±¢¥²¥ ¯°®-
¬¥¦³²ª  ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®© ±²¥ª«¿®© ¯« ±²¨ª®© ¨ «¥¦ ¹¥©   ¥©

±´¥°¨·¥±ª®© «¨§®©.
�®¯°®±. �²® ¡³¤¥²  ¡«¾¤ ²¼±¿ ¢ ¶¥²°¥ ª®«¥¶ �¼¾²®  | ²¥¬®¥ ¨«¨ ±¢¥²«®¥

¯¿²®?
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�²¢¥². �¥¬®¥, §  ±·¥² ¨§¬¥¥¨¿ ´ §»   � ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨ ®² £° ¨¶»

¢®§¤³µ-±²¥ª«®.

�®ª¨¥ ¯«¥ª¨  µ®¤¿² ° §«¨·»¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¢ ²¥µ¨ª¥. � -
¡«¾¤ ¿ ¨²¥°´¥°¥¶¨¾   ²®ª®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¬¥¦¤³ ¨§³· ¥¬®©
¯®¢¥°µ®±²¼¾ ¨ ®·¥¼ £« ¤ª®© ½² «®®© ¯« ±²¨ª®©, ¯®«³· ¾² ¨-
´®°¬ ¶¨¾ ® ª ·¥±²¢¥ ®¡° ¡®²ª¨ ½²®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �®ª°»¢ ¿ ¯®-
¢¥°µ®±²¼ ®¯²¨·¥±ª¨µ ±²¥ª®« («¨§, ¯°¨§¬) ²®ª®© ¯«¥ª®© ² ª®©
²®«¹¨», ·²®¡» ®²° ¦¥¨¥ § ¤ »µ ¤«¨ ¢®« ¡»«®  ¨¬¥¼¸¨¬,
¯®«³· ¾² ¯°®±¢¥²«¥¨¥ ®¯²¨ª¨.

I �¨´° ª¶¨¿ ±¢¥² . �²ª«®¥¨¥ ®² ¯°¿¬®«¨¥©®£® ° ±¯°®-
±²° ¥¨¿ ¢®«, ®£¨¡ ¨¥ ¢®« ¬¨ ¯°¥¯¿²±²¢¨©  §»¢ ¾² ¤¨´° ª-
¶¨¥©. �¨´° ª¶¨¿, ª ª ¨ ¨²¥°´¥°¥¶¨¿, ¯°¨±³¹  «¾¡®¬³ ¢®«®¢®-
¬³ ¯°®¶¥±±³. �®«¨·¥±²¢¥³¾ ²¥®°¨¾ ¤¨´° ª¶¨¨ ±¢¥²  ¯®±²°®¨«
�°¥¥«¼, ª®²®°»© ° ±¸¨°¨« ¯°¨¶¨¯ �¾©£¥±  (±¬. °¨±. 78), ±´®°-
¬³«¨°®¢ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®:  ¬¯«¨²³¤  ¢®«» ¢ ¯°®¨§¢®«¼®©
²®·ª¥ ¯°®±²° ±²¢  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© °¥§³«¼² ² ¨²¥°´¥°¥¶¨¨
¢²®°¨·»µ ¢®« ®² ¢®®¡° ¦ ¥¬»µ ²®·¥·»µ ¨±²®·¨ª®¢, ° ±¯®«®-
¦¥»µ   ¢®«®¢®¬ ´°®²¥ ¢ «¾¡®© ¯°¥¤»¤³¹¨© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨

(¯°¨¶¨¯ �¾©£¥±  | �°¥¥«¿). �¨´° ª¶¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±³¹¥-
±²¢¥®© ¯°¨ ° §¬¥° µ ®²¢¥°±²¨© ¨«¨ ¯°¥¯¿²±²¢¨©, ±° ¢¨¬»µ ±
¤«¨®© ¢®«». � ¯°¨¬¥°, ²¥¼ ®² ¬ «¥¼ª®£® ¤¨±ª  ±®¤¥°¦¨² ±¢¥-
²«®¥ ¯¿²® ¢ ¶¥²°¥,   ¢®ª°³£ ¢¨¤» ²¥¬»¥ ¨ ±¢¥²«»¥ ®ª°³¦®-
±²¨. �¢¥², ¯°®¯³¹¥»© ·¥°¥§ ¬ «¥¼ª®¥ ®²¢¥°±²¨¥, ² ª¦¥ ¤ ¥²
  ½ª° ¥ ±¨±²¥¬³ ª®¶¥²°¨·¥±ª¨µ ª°³£®¢, ¯°¨·¥¬ ° §¬¥°» ª °-
²¨ª¨ ¬®£³² § ¬¥²® ¯°¥¢»¸ ²¼ ° §¬¥°» ®²¢¥°±²¨¿ («³·¨ ° ±µ®-
¤¿²±¿).

I �¨´° ª¶¨® ¿ °¥¸¥²ª . �  ¿¢«¥¨¨ ¤¨´° ª¶¨¨ ®±®¢ -
® ¤¥©±²¢¨¥ ¤¨´° ª¶¨®®© °¥¸¥²ª¨, ª®²®° ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-
¡®© ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¹¥«¥©, ° ±¯®«®¦¥»µ   ®¤¨ ª®¢®¬

° ±±²®¿¨¨ d ¤°³£ ®² ¤°³£  (½²® ° ±±²®¿¨¥  -

�¨±. 85

§»¢ ¾² ¯®±²®¿®© °¥¸¥²ª¨). �  °¥¸¥²ª³ ¯ -
¤ ¥² ®°¬ «¼® ¯«®±ª ¿ ¢®« , §  °¥¸¥²ª®© ±² -
¢¿² «¨§³,   ¢ ´®ª «¼®© ¯«®±ª®±²¨ «¨§» ° ±-
¯®« £ ¾² ½ª° . � ¦¤ ¿ ¹¥«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®-
¡®© ¢²®°¨·»© ¨±²®·¨ª ¢®«; «³·¨, ¨¤³¹¨¥ ¯®¤

³£«®¬ ' ª ®°¬ «¨, ±®¡¨° ¾²±¿ «¨§®© ¢ ®¤³
²®·ª³   ½ª° ¥ (°¨±. 85). �±«¨ ° §®±²¼ µ®¤ 
¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨ ¹¥«¿¬¨, ° ¢ ¿ d sin', ª° ² 

¤«¨¥ ¢®«» �, ²® ¢±¥ ¢®«» ³±¨«¨¢ ¾² ¤°³£ ¤°³£ , ¨   ½ª° ¥
¢®§¨ª ¥² ¬ ª±¨¬³¬:

d sin' = m�

(³±«®¢¨¥ £« ¢®£® ¬ ª±¨¬³¬  ¯®°¿¤ª m ¤«¿ ¤«¨» ¢®«» �). �±«¨
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³£®« ' ·³²¼-·³²¼ ¨§¬¥¨²¼, ²® ³±«®¢¨¥ ¢§ ¨¬®£® ³±¨«¥¨¿ ¢±¥µ N
¹¥«¥©  °³¸¨²±¿, ¨ ¬ ª±¨¬³¬ ¨±·¥§¥². �¥¬ ¡®«¼¸¥ ¹¥«¥© N ±®-
¤¥°¦¨² °¥¸¥²ª , ²¥¬ ¡®«¥¥ ³§ª¨¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ £« ¢»¥ ¬ ª±¨¬³¬».
�®«®¦¥¨¥ ½²¨µ ³§ª¨µ ¬ ª±¨¬³¬®¢ § ¢¨±¨² ®² �, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®
°¥¸¥²ª  | µ®°®¸¨© ±¯¥ª²° «¼»© ¯°¨¡®°: ¥±«¨ ¯ ¤ ¾¹¨© ±¢¥²
±®¤¥°¦¨² ¤¢¥ ¡«¨§ª¨¥ ±¯¥ª²° «¼»¥ «¨¨¨, ²®   ½ª° ¥ ¬®¦®
³¢¨¤¥²¼ ¤¢  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ³§ª¨µ ¬ ª±¨¬³¬  (¥±«¨ N ¢¥«¨-
ª®, ²® ®¨ ¥ ±«¨¢ ¾²±¿).

I �®¯¥°¥·®±²¼ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«. �®«¿°¨§ ¶¨¿

±¢¥² . �¢¥²®¢»¥ ¢®«» ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¯¥°¥·»¬¨: ª®«¥¡ ¨¿ ¢¥ª-
²®°®¢ ~E ¨ ~B ¯°®¨±µ®¤¿² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®©  ¯° -
¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ¢®«». �°®¬¥ ²®£®, ¢ ½«¥ª²°®¬ £¨²®©
¢®«¥ ~E ¨ ~B ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°» ¤°³£ ¤°³£³.

� ¯®¯¥°¥·®±²¼¾ ±¢¥²®¢»µ ¢®« ±¢¿§ ® ¿¢«¥¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

� ¥±²¥±²¢¥®¬ ±¢¥²¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ~E ¨ ~B ¯°®¨±µ®¤¿² ¯®
¢±¥¬  ¯° ¢«¥¨¿¬, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¬  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° -
¥¨¿ ¢®«» (¥¯®«¿°¨§®¢ »© ±¢¥²). �¤ ª® ¯®±«¥ ¯°®µ®¦¤¥¨¿
·¥°¥§ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¢¥¹¥±²¢  ( ¯°¨¬¥°, ²³°¬ «¨) ¢®«  ®ª §»-
¢ ¥²±¿ ¯«®±ª®¯®«¿°¨§®¢ ®©, ².¥. ª®«¥¡ ¨¿ ~E (¨ ~B) ¯°®¨±µ®¤¿² ¢
¥ª®²®°®¬ ¢»¤¥«¥®¬  ¯° ¢«¥¨¨. � ª¨¥ ³±²°®©±²¢   §»¢ ¾²
¯®«¿°¨§ ²®° ¬¨; ¯®«¿°¨§ ²®° ¯°®¯³±ª ¥² ¢®«», ¢ ª®²®°»µ ª®«¥-
¡ ¨¿ ¢¥ª²®°  ~E «¥¦ ² ¢ ¥ª®²®°®© ®¯°¥¤¥«¥®© ¯«®±ª®±²¨, ¨ § -

¤¥°¦¨¢ ¥² ¢®«» ± ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥©. �«¿ ¯°®¢¥°ª¨
²®£®, ·²® ±¢¥² ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¿°¨§®¢ »¬, ¯®±«¥ ¯¥°¢®£® ¯®«¿°¨§ -
²®°  ³±²  ¢«¨¢ ¾² ¢²®°®©. �®¢®° ·¨¢ ¿ ®±¼ ¢²®°®£® ¯®«¿°¨§ -
²®° , ®¡ °³¦¨¢ ¾², ·²® ¯°¨ ³£«¥ ¬¥¦¤³ ®±¿¬¨ ¯®«¿°¨§ ²®°®¢,
° ¢®¬ 90�, ±¢¥² ·¥°¥§ ¢²®°®© ¯®«¿°¨§ ²®° ¥ ¯°®µ®¤¨².

x 3. �¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

I �®±²³« ²» ���. �¯¥¶¨ «¼ ¿ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

�©¸²¥©  (���) ®¯¨° ¥²±¿   ¤¢  ¯®±²³« ² :

�¥°¢»© ¯®±²³« ² (¯°¨¶¨¯ ®²®±¨²¥«¼®±²¨ �©¸²¥© ):
¢±¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥ § ª®» | ª ª ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥, ² ª ¨ ½«¥ª²°®¬ £¨²-
»¥ | ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»© ¢¨¤ ¢® ¢±¥µ ¨¥°¶¨ «¼»µ ±¨±²¥¬ µ ®²-
±·¥²  (���). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨ª ª¨¬¨ ®¯»² ¬¨ ¥«¼§¿ ¢»¤¥«¨²¼

ª ª³¾-²® ®¤³ ±¨±²¥¬³ ®²±·¥²  ¨  §¢ ²¼ ¨¬¥® ¥¥ ¯®ª®¿¹¥©±¿.
�²®² ¯®±²³« ² ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¯°¨¶¨¯  ®²®±¨²¥«¼®±²¨
� «¨«¥¿   ½«¥ª²°®¬ £¨²»¥ ¯°®¶¥±±».

�²®°®© ¯®±²³« ² �©¸²¥© : ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥ ®¤¨-
 ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ��� ¨ ° ¢  c � 3�108 ¬=±. �²®² ¯®±²³« ² ±®¤¥°-
¦¨² ¤¢  ³²¢¥°¦¤¥¨¿:  ) ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¥ § ¢¨±¨² ®² ±ª®°®±²¨
¨±²®·¨ª  ¨ ¡) ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¥ § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ¢ ª ª®© ���
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 µ®¤¨²±¿  ¡«¾¤ ²¥«¼ ± ¯°¨¡®° ¬¨, ².¥. ¥ § ¢¨±¨² ®² ±ª®°®±²¨
¯°¨¥¬¨ª .

�®±²®¿±²¢® ±ª®°®±²¨ ±¢¥²  ¨ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¥¥ ®² ¤¢¨¦¥¨¿
¨±²®·¨ª  ±«¥¤³¾² ¨§ ³° ¢¥¨© ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿ � ª±-
¢¥«« . � § «®±¼ ®·¥¢¨¤»¬, ·²® ² ª®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼
¢¥°»¬ ²®«¼ª® ¢ ®¤®© ±¨±²¥¬¥ ®²±·¥² . � ²®·ª¨ §°¥¨¿ ª« ±±¨-
·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® ¯°®±²° ±²¢¥-¢°¥¬¥¨, «¾¡®© ¤°³£®©  -
¡«¾¤ ²¥«¼, ¤¢¨£ ¿±¼ ±® ±ª®°®±²¼¾ v, ¤®«¦¥ ¤«¿ ¢±²°¥·®£® «³· 
¯®«³·¨²¼ ±ª®°®±²¼ c+v,   ¤«¿ ¨±¯³¹¥®£® ¢¯¥°¥¤ «³·  | ±ª®°®±²¼
c�v. � ª®© °¥§³«¼² ² ®§ · « ¡», ·²® ³° ¢¥¨¿� ª±¢¥««  ¢»¯®«-

¿¾²±¿ ²®«¼ª® ¢ ®¤®© ���, § ¯®«¥®© ¥¯®¤¢¨¦»¬ hh½´¨°®¬ii,
®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®£® ¨ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ±¢¥²®¢»¥ ¢®«». �¤-
 ª® ¯®¯»²ª  ®¡ °³¦¨²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ±ª®°®±²¨ ±¢¥² , ±¢¿§ ®¥ ±
¤¢¨¦¥¨¥¬ �¥¬«¨ ®²®±¨²¥«¼® ½´¨° , ¤ «  ®²°¨¶ ²¥«¼»©°¥§³«¼-
² ² (®¯»² � ©ª¥«¼±®  | �®°«¨). �©¸²¥© ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²®
³° ¢¥¨¿ � ª±¢¥«« , ª ª ¨ ¢±¥ § ª®» ´¨§¨ª¨, ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®²
¦¥ ¢¨¤ ¢® ¢±¥µ ���, ².¥. ·²® ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ «¾¡®© ��� ° ¢-
  c (¢²®°®© ¯®±²³« ²). �²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¯°¨¢¥«® ª ¯¥°¥±¬®²°³

®±®¢»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® ¯°®±²° ±²¢¥-¢°¥¬¥¨.

I �«¥¤±²¢¨¿ ¯®±²³« ²®¢ ���.

1. �²®±¨²¥«¼®±²¼ ®¤®¢°¥¬¥®±²¨. �¢  ±®¡»²¨¿, ¯°®-
¨±µ®¤¿¹¨¥ ¢ ®¤®© ��� ®¤®¢°¥¬¥®, ® ¢ ° §»µ ²®·ª µ ¯°®-
±²° ±²¢ , ¬®£³² ¡»²¼ ¥ ®¤®¢°¥¬¥»¬¨ ¢ ¤°³£®© ���.

�°®¤¥¬®±²°¨°³¥¬, ª ª ¯®±²³« ²» ��� ¯°¨¢®¤¿² ª  °³¸¥¨¾  ¡±®«¾²®£®

µ ° ª²¥°  ¯®¿²¨¿ ®¤®¢°¥¬¥®±²¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¡«¾¤ ²¥«¼ A  µ®¤¨²±¿  

¤«¨®© ¥¯®¤¢¨¦®© ¯« ²´®°¬¥,  ¡«¾¤ ²¥«¼ B  -

�¨±. 86

µ®¤¨²±¿ ¢ ¤«¨®¬ ½ª±¯°¥±±¥, ª®²®°»© ¤¢¨¦¥²±¿ ¯®

±®±¥¤¥¬³ ¯³²¨ ¢¯° ¢® (±¬. °¨±. 86),    ¡«¾¤ -

²¥«¼ C | ¢ ¤°³£®¬ ½ª±¯°¥±±¥, ª®²®°»© ¤¢¨¦¥²±¿

¢«¥¢®. � ¦¤»©  ¡«¾¤ ²¥«¼ ¨¬¥¥² ¬®¦¥±²¢® ¯®-

¬®¹¨ª®¢, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ¨§¬¥°¥¨¿ ±

¯®¬®¹¼¾ ±¨µ°®¨§¨°®¢ »µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© · ±®¢.

�®·® ¢ ±¥°¥¤¨¥ ¯« ²´®°¬» ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¢±¯»¸-

ª  ±¢¥² , ¨ ¢±¥  ¡«¾¤ ²¥«¨ § ±¥ª ¾² ¢°¥¬¿ ¤¢³µ

±®¡»²¨©: ¯°¨µ®¤  «³·  ±¢¥²    ¤¥²¥ª²®° 1, ° ±¯®«®¦¥»©   ¯° ¢®¬ ª®¶¥

¯« ²´®°¬», ¨ ¯°¨µ®¤  «³·  ±¢¥²    ¤¥²¥ª²®° 2, ° ±¯®«®¦¥»©   ¥¥ «¥¢®¬

ª®¶¥. �«¿  ¡«¾¤ ²¥«¿ A ¤¥²¥ª²®°» ¥¯®¤¢¨¦», ¨ ±®¡»²¨¿ 1 ¨ 2 ¯°®¨±µ®¤¿²

®¤®¢°¥¬¥®. � ²®·ª¨ §°¥¨¿  ¡«¾¤ ²¥«¿ B ±¢¥² ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¢¯° ¢® ¨ ¢«¥¢®

± ®¤¨ ª®¢®© ±ª®°®±²¼¾ c (¢²®°®© ¯®±²³« ² ���), ® ¯° ¢»© ¤¥²¥ª²®° ¤¢¨¦¥²±¿ ¢

±²®°®³ ¨±²®·¨ª  ( ¢±²°¥·³ «³·³),   «¥¢»© | ³¤ «¿¥²±¿ ®² ¨±²®·¨ª . �®½²®¬³

¤«¿  ¡«¾¤ ²¥«¿ B ±®¡»²¨¥ 1 ¯°®¨±µ®¤¨² ° ¼¸¥, ·¥¬ ±®¡»²¨¥ 2. � ±±³¦¤ ¿

  «®£¨·®, ¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ± ²®·ª¨ §°¥¨¿  ¡«¾¤ ²¥«¿ C ° ¼¸¥ ¯°®¨±µ®¤¨²

±®¡»²¨¥ 2.

2. �²®±¨²¥«¼®±²¼ ° ±±²®¿¨© (±®ª° ¹¥¨¥ ¤«¨»).

�«¨  ±²¥¦¿ l0, ¨§¬¥°¥ ¿ ¢ ���, ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®© ® ¯®ª®-
¨²±¿, ¡®«¼¸¥ ¥£® ¤«¨» l, ¨§¬¥°¥®© ¢ ���, ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®©
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x3. �¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨ 137

® ¤¢¨¦¥²±¿ ¢ ¯°®¤®«¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ±® ±ª®°®±²¼¾ v:

l = l0
p
1� (v=c)2:

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ¤«¨» ¤¢¨¦³¹¥£®±¿ ±²¥°¦¿  ¤®
¯°®¨§¢¥±²¨ ®¤®¢°¥¬¥®¥ ¨§¬¥°¥¨¥ ª®®°¤¨ ² ¥£® ª®¶®¢.

3. �¥«¿²¨¢¨±²±ª¨© § ª® ±«®¦¥¨¿ ±ª®°®±²¥©. �³±²¼ ±¨-
±²¥¬  ®²±·¥²  K2 ¤¢¨¦¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ±¨±²¥¬» ®²±·¥²  K1 ±®
±ª®°®±²¼¾ v ² ª, ·²® ®±¨ X ½²¨µ ±¨±²¥¬ ¢±¥ ¢°¥¬¿ ±®¢¯ ¤ ¾²,  
®±¨ Y ¨ Z ®±² ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯ ° ««¥«¼»¬¨. � ±±¬®²°¨¬
· ±²¨¶³, ±ª®°®±²¼ ª®²®°®© ¯ ° ««¥«¼  ®±¨ X. �±«¨ ±ª®°®±²¼ · -
±²¨¶» ®²®±¨²¥«¼® K2 ° ¢  v2 , ²® ¥¥ ±ª®°®±²¼ ®²®±¨²¥«¼® K1

° ¢ 

v1 =
v + v2

1 + (vv2=c2)
:

� ¦®¥ ±¢®©±²¢® ½²®© ´®°¬³«» ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ v ¨ v2
¬¥¼¸¥ c, ²® ¨ v1 ¡³¤¥² ¬¥¼¸¥ c. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¬» ° §£®¨¬
· ±²¨¶³ ¤® v = 0;9c,   § ²¥¬, ¯¥°¥©¤¿ ¢ ¥¥ ±¨±²¥¬³ ®²±·¥² , ±®¢ 
° §£®¨¬ ¥¥ ¤® v2 = 0;9c, ²® °¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ±ª®°®±²¼ ®ª ¦¥²±¿ ¥
1;8c,   (1;8c)=1;81 < c. �¨¤®, ·²® ¯°¥¢§®©²¨ ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¥ ³¤ -
¥²±¿. �ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®© ±ª®°®±²¼¾
¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ²¥°¨¨.

�±² «¼»¥ °¥§³«¼² ²» ®²®±¿²±¿ ¥ ª ª¨¥¬ ²¨ª¥,   ª ¤¨ ¬¨ª¥
���.

4. �²®°®© § ª®�¼¾²®  ¨ ¨¬¯³«¼± ¢ ���. �²®°®© § ª®
�¼¾²®  ±«¥¤³¥² § ¯¨±»¢ ²¼ ¢ ¢¨¤¥:

~F =
�~p

�t
; (4)

® ¨¬¯³«¼± · ±²¨¶» ¨¬¥¥² ¡®«¥¥ ±«®¦³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ±ª®°®±²¨:

~p =
m~v

p
1� (v=c)2

:

(�¥«¨·¨³ m° = m=
p
1� v2=c2 ¨®£¤   §»¢ ¾² (°¥«¿²¨¢¨±²±ª®©)

¬ ±±®©, § ¢¨±¿¹¥© ®² ±ª®°®±²¨,   m | ¬ ±±®© ¯®ª®¿.) �§ ½²¨µ
³° ¢¥¨© ±«¥¤³¥² ³¦¥ ¨§¢¥±²®¥  ¬ ±¢®©±²¢®: ¥¢®§¬®¦®±²¼ ¤®-
±²¨·¼ ±ª®°®±²¨ ±¢¥² . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ v ®² ³«¿
¤® c ¨¬¯³«¼± ¬¥¿¥²±¿ ®² ³«¿ ¤® ¡¥±ª®¥·®±²¨. � ·¨², ª ª®£®
¡» § ·¥¨¿ ¥ ¤®±²¨£ ¨¬¯³«¼± ~p ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ±¨«» ~F , ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹ ¿ ±ª®°®±²¼ v ¡³¤¥² ¬¥¼¸¥ c.

5. �¥°£¨¿ °¥«¿²¨¢¨±²±ª®© · ±²¨¶». �¥°£¨¿ ¯®ª®¿.
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138 �« ¢  5. �¯²¨ª  ¨ ²¥®°¨¿ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

�¥°£¨¿ °¥«¿²¨¢¨±²±ª®© · ±²¨¶» ¨¬¥¥² ¢¨¤

E =
mc2

p
1� (v=c)2

: (5)

� ��� ®±² ¥²±¿ ¢¥°»¬ ®±®¢®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ° ¡®²®© ¨
½¥°£¨¥©: ° ¡®²  ±¨«» (4) ° ¢  ¨§¬¥¥¨¾ ½¥°£¨¨ (5). �¥°£¨¿ ¨
¨¬¯³«¼± «¾¡®© · ±²¨¶» ±¢¿§ » ¯°®±²»¬ ±®®²®¸¥¨¥¬~p = E~v=c2,
¢ ª®²®°®¥ ¥ ¢µ®¤¨² ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¬ ±±  · ±²¨¶», ¨ ¥£® ¬®¦® ¯°¨-
¬¥¿²¼ ª · ±²¨¶ ¬ ³«¥¢®© ¬ ±±» | ´®²® ¬. � ª ª ª ±ª®°®±²¼
´®²®  ° ¢  c, ²® ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ E ¨ p ¨¬¥¥² ¢¨¤:

E = pc: (6)

�°¨ v = 0 ½¥°£¨¿ · ±²¨¶» (5) ° ¢  ½¥°£¨¨ ¯®ª®¿ E0 =mc2. �±«¨
v 6= 0, ²® ª E0 ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿. �°¨ v � c

E =
mc2

p
1� (v=c)2

=mc2 +
mv2

2
+ : : : ;

².¥. ¯°¨ ¬ «»µ ±ª®°®±²¿µ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¨¬¥¥² ² ª®© ¦¥
¢¨¤, ª ª ¨ ¢ ¼¾²®®¢±ª®© ¬¥µ ¨ª¥. � ½²®¬ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¶¨¯
±®®²¢¥²±²¢¨¿, ¢¥°»© ¤«¿ ¢±¥µ °¥§³«¼² ²®¢ ���: ¯°¨ v � c ®¨
¤®«¦» ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ¢ °¥§³«¼² ²» ¼¾²®®¢±ª®© ¬¥µ ¨ª¨.

6. �§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬ ±±» ¨ ½¥°£¨¨. �® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿µ ½«¥-
¬¥² °»µ · ±²¨¶ ½¥°£¨¿ ¯®ª®¿, ª®²®° ¿ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ «¾¡®© · -
±²¨¶¥ ª®¥·®© ¬ ±±», ¬®¦¥² ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ¢ ¤°³£¨¥ ¢¨¤» ½¥°£¨¨.
� ¯°¨¬¥°, ¯°¨  ¨£¨«¿¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¨ ¯®§¨²°®  ¨µ ½¥°£¨¿ ¯®-
ª®¿ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ½¥°£¨¾ ±¢¥²®¢»µ ª¢ ²®¢. �±«¨ ª¨¥²¨·¥±ª ¿
½¥°£¨¿ · ±²¨¶ ¡»«  ¬ « , ²® ¯®« ¿ ½¥°£¨¿ ´®²®®¢ ° ¢  2mc2,
£¤¥ m | ¬ ±±  ½«¥ª²°® .

�°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ½¥°£¨¨ «¾¡®© ¯®ª®¿¹¥©±¿ ±¨±²¥¬»   �E0 ¥¥
¬ ±±  ¨§¬¥¨²±¿   �m = �E0=c

2. �®¢ ¿ ¨¥°² ¿ ¬ ±±  ¡³¤¥²

®¯°¥¤¥«¿²¼ ¢±¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ±¨±²¥¬», ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¯°¨
¬ «»µ ±ª®°®±²¿µ, ² ª ª ª ¨¬¥® ®  ¢µ®¤¨² ¢ ³° ¢¥¨¥ ¤¢¨¦¥-
¨¿ | ¢²®°®© § ª® �¼¾²® . �°¨¬¥°»:  ) ¯°¨  £°¥¢ ¨¨ ²¥« 
¥£® ¬ ±±  ¢®§° ±² ¥²; ¡) ¬ ±±  ¿¤°  ¬¥¼¸¥ ±³¬¬» ¬ ±± ®¡° §³¾-
¹¨µ ¥£® ³ª«®®¢, ² ª ª ª ¯°¨ ° §¤¥«¥¨¨ ¿¤°    ³ª«®»  ¤®
±®¢¥°¸¨²¼ ¡®«¼¸³¾ ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ° ¡®²³ ¯°®²¨¢ ¿¤¥°»µ ±¨«.

�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ½¥°£¨¥© ¯®ª®¿ E0 ¨ ¬ ±±®©

E0 = mc2 (7)

 §»¢ ¾² ´®°¬³«®© �©¸²¥© .
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