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Две задачи Архимеда
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7*

В ÒÐÀÊÒÀÒÅ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ» ÄÐÅÂ-
íåãðå÷åñêîãî ó÷åíîãî Ïàïïà, æèâ-

æèâøåãî â III âåêå, ñîäåðæàòñÿ äâå
çàäà÷è, ðåøåííûå, êàê ïðåäïîëàãàþò,
Àðõèìåäîì. Ïðèâåäåì ýòè çàäà÷è â
ôîðìóëèðîâêå Ïàïïà, çàìåíèâ òîëüêî
îáîçíà÷åíèÿ: âìåñòî ãðå÷åñêèõ áóêâ
áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðèâû÷íûå
íàì ëàòèíñêèå.

Çàäà÷à 1. «Âîçüìåì òðè êàñàþùèå-
ñÿ äðóã äðóãà ïîëóîêðóæíîñòè ADB,
AEC, CFB è â çàêëþ÷åííóþ ìåæäó èõ
îêðóæíîñòÿìè ôèãóðó, êîòîðóþ íà-
çûâàþò àðáåëîí1 , âïèøåì íåñêîëüêî
êðóãîâ, êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà è îñ-
íîâíûõ ïîëóêðóãîâ (ðèñ.1); ïóñòü
öåíòðû ýòèõ êðóãîâ áóäóò O1 , O2,
O3 , O4 . Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
îïóùåííûé èç öåíòðà O1  íà ÀÂ ïåð-
ïåíäèêóëÿð áóäåò ðàâåí äèàìåòðó
êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî O1 , äàëåå,
÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç O2,
áóäåò âäâîå áîëüøå äèàìåòðà êðóãà
îêîëî O2, à ïåðïåíäèêóëÿð èç O3  âòðîå
áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàìåò-
ðà, è âîîáùå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåð-
ïåíäèêóëÿðû áóäóò êðàòíûìè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äèàìåòðîâ â ïðîãðåñ-
ñèè íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë, ïðè÷åì
âïèñûâàíèå êðóãîâ ìîæåò ïðîäîë-
æàòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.»

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî îòíîøåíèÿ äëèí ïåðïåíäèêó-
ëÿðîâ, îïóùåííûõ èç öåíòðîâ îêðóæ-
íîñòåé, âïèñàííûõ â àðáåëîí, ê äèà-
ìåòðàì ýòèõ îêðóæíîñòåé îáðàçóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë 1, 2, 3, �

Çàäà÷à 2. «Ïóñòü ADB è ÀÅÑ áóäóò
ïîëóêðóãè (ðèñ.2), îïèøåì êàñàòåëüíûå
ê èõ îêðóæíîñòÿì êðóãè ñ öåíòðàìè O1,
O2, O3, à òàêæå ñëåäóþùèå çà íèìè

âàåìûå îòðåçêè è óñòàíàâëèâàÿ îòíî-
øåíèÿ ìåæäó íèìè. Ñ ýòîé öåëüþ èì
÷àñòî ïðèõîäèëîñü âûñòðàèâàòü äëèí-
íûå öåïè ïðîïîðöèé � ðåøåíèÿ ïîëó-
÷àëèñü äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñî-
âñåì êîðîòêîå ðåøåíèå çàäà÷ Àðõèìå-
äà è äàæå áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ,
åñëè îáðàòèòüñÿ ê èíòåðåñíîìó ïðåîá-
ðàçîâàíèþ ïëîñêîñòè � èíâåðñèè.
Äðåâíåãðå÷åñêèå ìàòåìàòèêè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ èì íå ìîãëè, òàê êàê ïîíÿòèå
èíâåðñèè ïîÿâèëîñü â ìàòåìàòèêå ëèøü
â 30-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. È õîòÿ
íà ñòðàíèöàõ «Êâàíòà» óæå ðàññêàçû-
âàëîñü îá ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, öåëå-
ñîîáðàçíî âíîâü íàïîìíèòü î íåì íî-
âîìó ïîêîëåíèþ ÷èòàòåëåé.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè îêðóæ-
íîñòü ω  ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íåêî-
òîðîé òî÷êå Î. Èíâåðñèåé (îò ëàò.
inversio � ïåðåâîðà÷èâàíèå, îáðàùå-
íèå) íàçûâàþò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì ëþáîé òî÷êå
Ì, îòëè÷íîé îò Î, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå òî÷êà ′M  òàêàÿ, ÷òî ′M  ëåæèò
íà ëó÷å ÎÌ è OM OM⋅ ′  = R

2 . Òî÷êà
Î íàçûâàåòñÿ öåíòðîì èíâåðñèè, R �
ðàäèóñîì èíâåðñèè, ω  � áàçèñíîé îê-
ðóæíîñòüþ. Ïîñòðîåíèå òî÷êè, èí-
âåðñíîé äàííîé, ÿñíî èç îïðåäåëåíèÿ
(ðèñ.5): åñëè òî÷êà Ì ëåæèò âíóòðè
îêðóæíîñòè ω , òî âîññòàâëÿþò â ýòîé
òî÷êå ïåðïåíäèêóëÿð ê ëó÷ó ÎÌ äî
ïåðåñå÷åíèÿ åãî â òî÷êå À ñ îêðóæíî-
ñòüþ ω , à çàòåì ïðîâîäÿò êàñàòåëüíóþ
ê ω  â òî÷êå À; ýòà êàñàòåëüíàÿ ïåðåñå-
êàåò ëó÷ ÎÌ â èñêîìîé òî÷êå ′M . Äëÿ
òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíå ω , ïîñòðî-
åíèå ïðîâîäèòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Ïðèâåäåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìî-
æåò áûòü ïðèíÿò çà ãåîìåòðè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå èíâåðñèè.

âïëîòü äî òî÷êè À. Òåïåðü òî, ÷òî
îïóùåííûé èç O1 íà ÀÂ ïåðïåíäèêóëÿð
áóäåò ðàâåí ðàäèóñó êðóãà O1, ÿâëÿåòñÿ
î÷åâèäíûì; åùå ÿ óòâåðæäàþ, ÷òî ïåð-
ïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç O2, áóäåò
âòðîå áîëüøå ðàäèóñà êðóãà O2, îïóùåí-
íûé èç O3 � â ïÿòü ðàç áîëüøå ðàäèóñà
êðóãà O3, è âñå ñëåäóþùèå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû áóäóò áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàäèóñîâ â êðàòíîñòÿõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.»

Ïî ìíåíèþ ó÷åíûõ, àâòîðñòâî Àðõè-
ìåäà â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ íàèáîëåå
âåðîÿòíî, ïîñêîëüêó Ïàïï â ïðîöåññå
äîêàçàòåëüñòâà ññûëàåòñÿ íà ðåçóëüòà-
òû Àðõèìåäà. Ê òîìó æå Àðõèìåä
ðåøàë è äðóãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
àðáåëîíîì, íàïðèìåð ñëåäóþùèå.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü àðáåëîíà ðàâ-

íà ïëîùàäè êðóãà, ïîñòðîåííîãî íà ïåð-
ïåíäèêóëÿðå CD êàê íà äèàìåòðå (ðèñ.3).

2. Äîêàæèòå, ÷òî êðóãè, âïèñàííûå â
àðáåëîí ïî îáå ñòîðîíû îò ïåðïåíäèêóëÿðà
CD (ðèñ.4), ðàâíû.

Ïðàâäà, äðåâíåãðå÷åñêèé òåêñò ýòèõ
çàäà÷ íå äîøåë äî íàøèõ äíåé, íî
ñîõðàíèëñÿ åãî ïåðåâîä íà àðàáñêèé
ÿçûê. Ïåðåâîä÷èê, àðàáñêèé ìàòåìà-
òèê Ñàáèò èáí Êóððà (IX â.), ïðèïè-
ñûâàåò èõ Àðõèìåäó.

Àíòè÷íûå ó÷åíûå ðåøàëè ãåîìåòðè-
÷åñêèå çàäà÷è, ñðàâíèâàÿ ðàññìàòðè-

1 Cêðåáîê, ñåêèðà, ñàïîæíûé íîæ.
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ßñíî, ÷òî òî÷êè áàçèñíîé îêðóæíî-
ñòè ω  ïðè èíâåðñèè îñòàþòñÿ íåïîä-
âèæíûìè; òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âíóò-
ðè áàçèñíîé îêðóæíîñòè, ïåðåõîäÿò â
òî÷êè, ëåæàùèå âíå ω , è íàîáîðîò;
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èí-
âåðñèè, ïåðåõîäèò â ñåáÿ (çàìåòèì,
÷òî ýòà ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ω).
Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàçâàòü èí-
âåðñèþ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî
áàçèñíîé îêðóæíîñòè. Äëÿ ïîëíîãî
îáîñíîâàíèÿ òàêîãî íàçâàíèÿ ïîêàæåì,
÷òî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíûì ñëó÷àåì èíâåðñèè ïðè
R → ∞ . Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ðàñ-
ñòîÿíèÿ ÌÂ = d è BM′  = ′d  (ñì.
ðèñ.5); òàê êàê R d R d− + ′b gd i  = R

2 ,
òî ′d  = d d R1 −b g . Åñëè òåïåðü îñ-
òàâèòü òî÷êó Â íà ìåñòå, à öåíòð Î
ïî ëó÷ó ÂÎ óñòðåìèòü â áåñêîíå÷-
íîñòü, òî îêðóæíîñòü ω  ïåðåéäåò â
ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îòðåçêó
MM ′ , è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

′d  = d.
Èíâåðñèÿ, êàê è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ,

÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Â îñíîâíîì ê íåé
îáðàùàþòñÿ, êîãäà â óñëîâèè ôèãóðè-
ðóþò êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðÿ-
ìûå. Íî ïðåæäå ÷åì ïðèìåíÿòü èíâåð-
ñèþ, ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè åå
ñâîéñòâàìè.

1. Îêðóæíîñòü γ , ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â ïðÿ-
ìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ëèíèè öåíò-
ðîâ äàííîé îêðóæíîñòè è áàçèñíîé.

Ïóñòü O1 � öåíòð îêðóæíîñòè γ ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð Î èíâåðñèè.
Ëèíèÿ öåíòðîâ OO1  ïåðåñåêàåò γ  â
òî÷êå À (ðèñ.6), ′A  � òî÷êà, èíâåðñ-
íàÿ À. Ïîêàæåì, ÷òî γ  ïåðåõîäèò â
ïðÿìóþ l, ïåðåñåêàþùóþ ëó÷ OO′ â
òî÷êå ′A  ïîä ïðÿìûì óãëîì. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Â íà γ  è ïîñòðî-
èì èíâåðñíóþ åé òî÷êó ′B . Äîñòàòî÷-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî óãîë OA B′ ′  ïðÿìîé.
Òàê êàê OB OB⋅ ′  = OA OA⋅ ′  = R

2
, òî

ÎÀ : ÎÂ = OB OA′ ′: , ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèêè ÎÂÀ è OA B′ ′  ïîäîáíû,
îòêóäà ∠ ′ ′OA B  = ∠OBA , à ïîñëåäíèé
èç íèõ ïðÿìîé (êàê âïèñàííûé, îïè-
ðàþùèéñÿ íà äèàìåòð). Ñâîéñòâî äî-
êàçàíî.

òî÷êà Ì îêðóæíîñòè γ  ïåðåõîäèò â
åäèíñòâåííóþ òî÷êó ′M  îêðóæíîñòè

′γ . Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
3. Ïðè èíâåðñèè ñîõðàíÿþòñÿ óãëû

ìåæäó ëèíèÿìè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîä óãëîì ìåæäó

äâóìÿ ëèíèÿìè â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïîíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè
ê íèì â ýòîé òî÷êå. Ìû äîêàæåì
ñâîéñòâî 3 ïðèìåíèòåëüíî ê ïðÿìûì è
îêðóæíîñòÿì.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðå-
ñåêàåò äàííóþ îêðóæíîñòü è èíâåðñ-
íóþ åé ïðÿìóþ èëè îêðóæíîñòü ïîä
îäèíàêîâûìè óãëàìè. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå îáðàòèìñÿ ê ðèñóíêó 6 è ïðîâåäåì
â òî÷êàõ Î è Â êàñàòåëüíûå ê îêðóæ-
íîñòè γ . Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå óãëîâ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ.7) ïðîâåäåì
êàñàòåëüíûå ê γ  â òî÷êàõ Ì è N, à
ê ′γ  â òî÷êàõ ′N  è ′M . Èç ãîìîòåòèè
îêðóæíîñòåé ïîëó÷àåì ∠1 = ∠2,
∠3  = ∠4 , íî ∠1 = ∠3 , ÷òî è äîêàçû-
âàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òåïåðü Ì � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ëèíèé β  è γ  (êàæäàÿ èç íèõ
ìîæåò áûòü îêðóæíîñòüþ èëè ïðÿ-
ìîé); ïðè èíâåðñèè îíè ïåðåéäóò â
ëèíèè ′β  è ′γ , ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå ′M . Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè Ì è

′M  ïðÿìóþ l, îíà ïðîéäåò ÷åðåç öåíòð
èíâåðñèè. Óãëû, îáðàçîâàííûå ëèíè-
ÿìè β  è ′β  ñ ïðÿìîé l, ðàâíû ìåæäó
ñîáîé; àíàëîãè÷íî ðàâíû ìåæäó ñîáîé
óãëû, îáðàçîâàííûå γ  è ′γ  ñ ïðÿìîé
l. Îòñþäà è ñëåäóåò ñâîéñòâî 3.

Î÷åâèäíî, âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæ-
äåíèå: ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
öåíòð èíâåðñèè, ïðåîáðàçóåòñÿ â îê-
ðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð èí-
âåðñèè.

2. Îêðóæíîñòü γ , íå ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â îêðóæ-
íîñòü ′γ , òàêæå íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó Î; ïðè÷åì îêðóæíîñòè γ  è ′γ
ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì ãîìîòåòèè Î.

Ïóñòü Î � öåíòð áàçèñíîé, à Ñ �
öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè γ  (íà ðè-
ñóíêå 7 áàçèñíàÿ îêðóæíîñòü íå èçîá-
ðàæåíà). Ëèíèÿ öåíòðîâ ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü γ  â òî÷êàõ À è Â. Èíâåð-
ñíûå èì òî÷êè îáîçíà÷èì ÷åðåç ′A  è

′B . Òàê êàê OA OA⋅ ′  = OB OB⋅ ′  =
= R

2
, òî OA OB′ :  = OB OA′ :  = k.

Çàäàäèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì Î è
êîýôôèöèåíòîì k. Ïðè ýòîé ãîìîòå-
òèè îêðóæíîñòü γ  ñ äèàìåòðîì ÀÂ
ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü ′γ  ñ äèàìåòðîì

′ ′B A . Ïîêàæåì, ÷òî ′γ  � îêðóæíîñòü,
èíâåðñíàÿ γ  (ïðè ýòîì èõ öåíòðû Ñ è
D íå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè èí-
âåðñèè). Âîçüìåì íà γ  ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó Ì è ïðîâåäåì ëó÷ ÎÌ. Ïóñòü îí
âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü γ  â
òî÷êå N, à îêðóæíîñòü ′γ  � â òî÷êàõ

′N  è ′M ; çäåñü òî÷êà ′N  ãîìîòåòè÷íà
òî÷êå Ì, à ′M  � òî÷êå N. Òàê êàê
CM DN| | ′ , òî öåíòðàëüíûå óãëû ÎÑÌ
è ODN ′  ðàâíû, è ñëåäîâàòåëüíî,
∠OBM = ∠ ′ ′OM B . Ïîýòîìó òðå-
óãîëüíèêè ÎÂÌ è OM B′ ′  ïîäîáíû,
îòêóäà OM OB′ ′:  = ÎÂ : ÎÌ, èëè
OM OM⋅ ′  = OB OB⋅ ′  = R

2 . Òàêèì
îáðàçîì, ïðè èíâåðñèè ïðîèçâîëüíàÿ

Рис. 6Рис. 6Рис. 6Рис. 6Рис. 6

Рис. 7Рис. 7Рис. 7Рис. 7Рис. 7

Рис. 8Рис. 8Рис. 8Рис. 8Рис. 8
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À òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì
óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå çàäà÷è 1 è
2 Àðõèìåäà.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ÀÂ è ÀÑ �
äèàìåòðû ïîëóêðóãîâ (ðèñ.8). Âïè-
øåì â îáðàçîâàâøèéñÿ ðîãîâèäíûé óãîë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðóæíîñòåé γ 1 ,
γ 2, � ñ ðàäèóñàìè r1 , r2 , �, ïîïàðíî
êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà; ïîëîæåíèå
ïåðâîé îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç hn  äëèíó ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà n-é îêðóæ-
íîñòè íà ÀÂ. Îòíîøåíèÿ xn  = hn  : rn
îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ ñ ðàçíîñòüþ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O1, O2 , � �
öåíòðû îêðóæíîñòåé γ 1 , γ 2, � Áóäåì
ñ÷èòàòü ÀÂ = 2R, AC = 2r. Ïðîèçâåäåì
èíâåðñèþ ïîëó÷åííîé êîíñòðóêöèè îò-
íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω  ïðîèçâîëü-
íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå À. Íà
ðèñóíêå 8 âçÿòà îêðóæíîñòü ω  ðàäèó-
ñà 2R. Â ðåçóëüòàòå èíâåðñèè èñõîä-
íûå ïîëóîêðóæíîñòè ïåðåéäóò â ëó÷è
BL è ′C K, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìîé
ÀÂ, à γ 1 , γ 2, � � â îêðóæíîñòè ′γ 1 ,

′γ 2, �, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ëó÷åé è ïî-
ïàðíî äðóã äðóãà. (Íàïîìíèì, ÷òî
öåíòðû P1, P2 , � ýòèõ îêðóæíîñòåé íå
ÿâëÿþòñÿ èíâåðñíûìè äëÿ òî÷åê O1,
O2 , �) Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ  ðàäèóñû
ïîëó÷åííûõ îêðóæíîñòåé. Îïóñòèì èç
öåíòðîâ O1 è P1 ïåðïåíäèêóëÿðû O H1
è PN1  íà ïðÿìóþ ÀÂ è îáîçíà÷èì
O H1  = h1 , PN1  = η . Îêðóæíîñòè γ 1  è

′γ 1 , êàê è òðåóãîëüíèêè AO H1  è APN1 ,
ãîìîòåòè÷íû ñ îäíèì è òåì æå êîýô-
ôèöèåíòîì ãîìîòåòèè. Ïîýòîìó x1  =
= h r1 1  = η ρ. Äëÿ ñëåäóþùåé îêðóæ-
íîñòè èìååì x2 = h r2 2  = x1  + 2.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà n âûâîäèòñÿ ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå

x xn n+ = +1 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnm r  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðèôìåòè-

÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 2.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è 1
Àðõèìåäà, íóæíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè xnm r  ïðèñîåäèíèòü åùå îäèí ÷ëåí
x0  = 0. Ïðè ýòîì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïðèñîåäèíÿ-
åòñÿ ïîëóîêðóæíîñòü àðáåëîíà ñ äèà-
ìåòðîì ÑÂ. Íóæíî òîëüêî ïîìíèòü,
÷òî â çàäà÷å 1 Àðõèìåä ðàññìàòðèâàåò
îòíîøåíèå hn  íå ê ðàäèóñàì rn , à ê
äèàìåòðàì, ïîýòîìó ó íåãî âîçíèêàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, à ó íàñ � ÷åòíûõ ÷èñåë: 2, 4, 6, �

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnm r
x1  = 1, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå÷åòíûõ ÷èñåë, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è 2
Àðõèìåäà.

Àðõèìåäà èíòåðåñîâàëî è âûðàæå-
íèå äëÿ ðàäèóñà îêðóæíîñòè, âïèñàí-
íîé â àðáåëîí (ò.å. äëÿ r1 ), ÷åðåç
ðàäèóñû R è r èñõîäíûõ êðóãîâ. Îí
ðàññìîòðåë ñëó÷àé, êîãäà r : R = 3 : 5
è, èñïîëüçóÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü îò-
ðåçêîâ, ïîëó÷èë, ÷òî r1  : R = 6 : 19.
Äîêàçàòåëüñòâî Àðõèìåäà ëåãêî ìî-
æåò áûòü ïåðåíåñåíî íà ëþáîé àðáå-
ëîí.

Èíâåðñèÿ äàåò âîçìîæíîñòü âûðà-
çèòü rn  ÷åðåç R è r äëÿ ëþáîãî n ïðè
ïðîèçâîëüíîì ðàñïîëîæåíèè ïåðâîé
îêðóæíîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñ-
ëåíèé ïðîâåäåì èõ ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ
àðáåëîíà. Îñòàâèì òå æå îáîçíà÷åíèÿ,
êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ; ðàäèóñ áàçèñ-
íîé îêðóæíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ðàâ-
íûì 2R. Òîãäà AC′  = 2

2
R r  è ρ  =

=R R r r−b g . Öåíòðû P1, P2 , � îê-
ðóæíîñòåé ′γ 1 , ′γ 2, � ëåæàò íà ñåðå-
äèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå NP1 îòðåçêà
BC′ (ðèñ.9). Ïðè èíâåðñèè îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòè ω  ýòîò ïåðïåíäè-
êóëÿð ïåðåéäåò â ïîëóîêðóæíîñòü Ã,
ïîñòðîåííóþ íà äèàìåòðå AN′ , ðàâ-
íîì 4Rr R r+b g . Ïóñòü D � öåíòð

îêðóæíîñòè Ã; M1, M2 , � � òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ Ã ñ γ 1 , γ 2, � ñîîòâåò-
ñòâåííî; èíâåðñíûìè èì áóäóò òî÷êè

′M1 , ′M2 , � Òàê êàê ïðè èíâåðñèè
óãëû ñîõðàíÿþòñÿ, òî îêðóæíîñòü Ã
ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç îêðóæíîñòåé
γ n  ïîä ïðÿìûì óãëîì. Îáîçíà÷èì
∠BAM1 = ϕ0 , ∠ +M AMn n 1 = ϕn äëÿ
ëþáîãî íîìåðà n, òîãäà ∠BDM1  =
= 2 0ϕ , ∠ +M DMn n 1 = 2ϕn. Î÷åâèäíî,

tg ϕ0 = ρ AN = R r R r− +b g b g,
tg ϕ ϕ0 1+c h  = 3ρ AN  =

= 3 R r R r− +b g b g,
è  âîîáùå,

tg ϕ ϕ ϕ0 1+ + +K nc h =
 = 2 1n R r R r+ − +b gb g b g .

Èç òðåóãîëüíèêà M DO1 1  èìååì

r DM1 1 1= =tg ϕ

= 
2

0 1 0

Rr

R r+
+ − =tg ϕ ϕ ϕc he j

=
2 2

1 3
2

2

Rr
R r

R r
R r
R r

R r

+
⋅

−
+

+
−

+

=
b g
b g

Rr R r

R r Rr

−

+ −

b g
2 2

.

Ýòî ðåçóëüòàò Àðõèìåäà äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ R è r. Çàïèñûâàÿ äëÿ ëþáîãî
n óãîë ϕn â âèäå ðàçíîñòè ϕn =
= ϕ ϕ0 + +K nc h  � ϕ ϕ0 1+ + −K nc h , àíà-
ëîãè÷íî íàõîäèì

r
Rr R r

Rr n R r
n =

−

+ −
b g

b g2 2 .

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âòî-
ðîé çàäà÷è Àðõèìåäà (çäåñü ϕ0  = 0)

r
Rr R r

R r n n R r
n =

−

+ + − −

4

4 1
2 2

b g
b g b gb g

.

Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëû äëÿ rn
èìåþò ñëîæíûé âèä.

Â Ïðåäëîæåíèè ôèêñèðîâàííûå îê-
ðóæíîñòè ðàäèóñîâ r è R êàñàëèñü
äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðàçîì. Êàê

Рис. 9Рис. 9Рис. 9Рис. 9Рис. 9 Рис. 10Рис. 10Рис. 10Рис. 10Рис. 10

(Окончание см. на с.54)(Окончание см. на с.54)(Окончание см. на с.54)(Окончание см. на с.54)(Окончание см. на с.54)
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âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, óòâåðæäåíèå
îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè ýòè îêðóæíîñòè
áóäóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì
îáðàçîì; áîëåå òîãî, îíî âåðíî è ïðè
çàìåíå îäíîé èç íèõ íà ïðÿìóþ (ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé îêðóæíîñòè), êàñàþ-
ùóþñÿ äðóãîé îêðóæíîñòè. Åñëè æå
èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ è
îêðóæíîñòü íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, à
ïåðåñåêàþòñÿ, òî êàðòèíà ñóùåñòâåí-
íî èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó-
÷àé, êîãäà îêðóæíîñòü ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ïðÿìîé. Âïèøåì â ïîëóêðóã,
ïîñòðîåííûé íà äèàìåòðå ÀÂ = 2R,
îêðóæíîñòü Ã ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà
(îíà êàñàåòñÿ äèàìåòðà â òî÷êå D), à
çàòåì ïî îáå ñòîðîíû îò íåå âïèøåì
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γ nm r  è ~γ nm r
ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
(ðèñ.10). Âû÷èñëèì ðàäèóñû rn  îê-
ðóæíîñòåé γ n  è ~γ n .

Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì èíâåðñèþ ñ
öåíòðîì À è ðàäèóñîì 2R. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëóîêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà
ÀÂ, ïåðåéäåò â ëó÷ BL, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûé ïðÿìîé ÀÂ; âïèñàííûå îê-
ðóæíîñòè ïåðåéäóò â îêðóæíîñòè ′Γ ,

′γ n , ′~γ n , ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðó-
ãà è ñòîðîí ∠ ′LBD . Òàê êàê ′D  �
òî÷êà èíâåðñíàÿ òî÷êå D, òî ðàäèóñ
îêðóæíîñòè ′Γ  ðàâåí 2R (ïðîâåðüòå),
ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ′γ n  âîçðàñòàþò ñ
óâåëè÷åíèåì n, à ′~γ n  � óáûâàþò. Îòìå-
òèì èíòåðåñíîå ñâîéñòâî îêðóæíîñ-
òåé, âïèñàííûõ â ïîëóêðóã: òî÷êè èõ
ïîïàðíîãî êàñàíèÿ ðàñïîëîæåíû íà
äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R 2 , ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À è Â. Ïðè÷åì
îêðóæíîñòè Ã, γ n , ~γ n  ïåðïåíäèêóëÿð-
íû ýòîé äóãå.

Óïðàæíåíèÿ

4. Äîêàæèòå ýòîé ñâîéñòâî.
5. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû ëþáûõ äâóõ

ñîñåäíèõ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â óãîë

LBD′ , îòíîñÿòñÿ êàê 2 1+e j  : 2 1−e j .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ′γ n  ðàñøè-
ðÿþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ñëåäóþùèõ
çà ′Γ , ëåãêî íàéòè ðàäèóñ n-é îêðóæ-

íîñòè Rn = 2 2 1
2

R
n

⋅ +e j . ßñíî, ÷òî
íà òàêîì ðàññòîÿíèè îò Â ðàñïîëîæå-
íû òî÷êà ′Cn  (íà ðèñóíêå îíà íå èçîá-
ðàæåíà) êàñàíèÿ ′γ n  ñ ïðÿìîé ÀÂ,
ñëåäîâàòåëüíî, îò öåíòðà èíâåðñèè îíà
íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ′dn  =

= 2 1 2 1
2

R
n

+ +F
HG

I
KJe j . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

dn  ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èíâåðñèè
äî òî÷êè Cn  êàñàíèÿ îêðóæíîñòè γ n
äèàìåòðà ÀÂ. Î÷åâèäíî, dn  =

= 2 1 2 1
2

R
n

+ +F
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I
KJe j . Èç ãîìîòåòèè
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= ′dn  : dn  = 1 2 1
2 2
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n
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Îòâåò ïîëó÷åí.
Íàéäåì îòíîøåíèå

R rn

n n

: =
+ + −F

H

G
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I

K

J
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=
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e j e j

=
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+ + −
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e j e j
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×èñëà bn

n n

=
+ + −3 2 2 3 2 2
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e j e j

èìåþò äðåâíþþ èñòîðèþ. Îíè âîçíèê-
ëè åùå ó äðåâíåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà
Òåîíà Ñìèðíñêîãî (II â.) â ïðîöåññå
ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà 2  ðàöèîíàëüíû-
ìè. Îí ðàññìîòðåë äâå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè βkm r  è αkm r  :

1, 3, 7, 17, 41, 99, 239, �

1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, �

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

α β1 1 1= = , α α βk k k+ = +1 ,

 β α βk k k+ = +1 2 ,

è ïîêàçàë, ÷òî îòíîøåíèå β αk k  îáðà-
çóþò ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ
÷èñëà 2 . Âñòðåòèâøèåñÿ ó íàñ ÷èñëà
bn  ðàâíû β2n .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå íà ÷åò-
íûõ ìåñòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αnm r ,
èìåþò âèä

an =
3 2 2 3 2 2

2

+ − −e j e j
n n

,

à ïàðû b an n,c h çàäàþò îáùåå ðåøåíèå
âî ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óðàâ-
íåíèÿ Ïåëëÿ x

2  � 2 2
y  = 1, ó êîòîðîãî

ñâîÿ èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ.


