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С ÈÑÒÅÌÀÒÈÇÈÐÓß   ÇÀÄÀ×È   Î
äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè, îáû÷-

íî ðàññìàòðèâàþò äâà òèïà çàäà÷: î
ðàâíîìåðíîì è íåðàâíîìåðíîì äâèæå-
íèÿõ.

Равномерное движение
по окружности

Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå âñåãäà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ íå ðàâíûì íóëþ óñêî-
ðåíèåì. Êîãäà ãîâîðÿò î ðàâíîìåð-
íîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè, èìåþò
â âèäó ïîñòîÿíñòâî âåëè÷èíû (ìîäó-
ëÿ) ñêîðîñòè è èçìåíåíèå åå íàïðàâ-
ëåíèÿ. Óñêîðåíèå â òàêîì ñëó÷àå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ñêîðîñòè è íà-
ïðàâëåíî ïî ðàäèóñó ê öåíòðó îê-
ðóæíîñòè. Ó÷åò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà
ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ðåøåíèå çàäà÷,
òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çà-
êîíîì Íüþòîíà òî÷íî èçâåñòíî íà-
ïðàâëåíèå ñóììû âñåõ ñèë, äåéñòâó-
þùèõ íà òåëî. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå,
îòâå÷àþùåå âòîðîìó çàêîíó Íüþòî-
íà, ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå çàìåíèòü
ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè, êóäà âõî-
äÿò ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåê-
òîðîâ íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ïðè ýòîì
îäíó îñü îáû÷íî íàïðàâëÿþò ïî ðà-
äèóñó ê öåíòðó îêðóæíîñòè, à äðó-
ãóþ (åñëè íå âñå ñèëû ëåæàò â ïëîñ-
êîñòè îêðóæíîñòè) � ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 1. Êîëüöî, èçãîòîâëåííîå èç
îäíîðîäíîãî ðåçèíîâîãî æãóòà äëè-
íîé l, ìàññîé m è æåñòêîñòüþ k,
âðàùàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç öåíòð êîëüöà, ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω . Íàéäèòå ðàäèóñ R âðà-
ùàþùåãîñÿ êîëüöà.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ó÷àñòîê
âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà äëèíîé ∆L  è
ìàññîé ∆m  = m L  R∆ 2πb g. Íà âûäåëåí-
íûé ó÷àñòîê äåéñòâóþò ñèëû óïðóãîñ-
òè T1

→
 è T2

→
 (ðèñ.1), íàïðàâëåííûå ïî

êàñàòåëüíûì ê êîëüöó è îäèíàêîâûå
ïî ìîäóëþ: T1 = T2  = Ò. Ïî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà,

∆m a  T T
→ → →

= +1 2 .

Ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ðàâíîìåð-
íî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè; ñëåäîâà-
òåëüíî, åãî óñêîðåíèå â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè íàïðàâëåíî ê öåíòðó îêðóæ-
íîñòè è ïî âåëè÷èíå ðàâíî ω2

R. Ýòî
óñêîðåíèå ñîîáùàåòñÿ ñóììîé ñèë

T1

→
 + T2

→
, ïðèëîæåííûõ ê ó÷àñòêó.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â
ïðîåêöèÿõ ñèë è óñêîðåíèé íà ðàäè-
àëüíîå íàïðàâëåíèå:

m L

R
R T

∆
2

2
2
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π
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α
= sin .

Âåëè÷èíà Ò óïðóãîé ñèëû (ñèëû íàòÿ-
æåíèÿ) ñâÿçàíà ñ óäëèíåíèåì 2πR l−b g
êîëüöà çàêîíîì Ãóêà:

T k R l= −2πb g .
Ïðè ìàëûõ óãëàõ  sin α 2b g ≈ α 2 =
= ∆L R2b g . Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøå-
íèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò
âèä

m
L k R l

L

R2
2 2

2
2

π
ω π∆

∆
= −b g .
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R
kl

k m
=

−

2

4
2 2

π

π ω
.

Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî ïðè ω  = 2π k m  êîëüöî äîë-
æíî íåîãðàíè÷åííî ðàñòÿãèâàòüñÿ.
Îäíàêî ýòîãî íå ñëó÷èòñÿ, òàê êàê
çàêîí Ãóêà íàðóøèòñÿ óæå ïðè íåáîëü-
øèõ óäëèíåíèÿõ, à ïðè íåêîòîðîé ñêî-
ðîñòè âðàùåíèÿ êîëüöî ïðîñòî ðàçîð-
âåòñÿ.

Çàäà÷à 2. Ìàëåíüêèé äåðåâÿííûé
øàðèê ïðèêðåïëåí ñ ïîìîùüþ íåðàñ-
òÿæèìîé íèòè äëèíîé l = 30 ñì ê äíó
öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñ âîäîé. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò öåíòðà äíà äî òî÷êè
çàêðåïëåíèÿ íèòè r = 20 ñì. Ñîñóä
ðàñêðó÷èâàþò âîêðóã âåðòèêàëüíîé
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð äíà. Ïðè
êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω
íèòü îòêëîíèòñÿ îò âåðòèêàëè íà
óãîë α  = 30°? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ g = 10 ì ñ

2
.

Íèòü ñ øàðèêîì îòêëîíèòñÿ ê îñè
âðàùåíèÿ (ðèñ.2). Íà øàðèê áóäóò
äåéñòâîâàòü òðè ñèëû: ñèëà òÿæåñòè

m g
→

, ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè T
→

 è ñèëà

Àðõèìåäà FA

→
. Íàéäåì ïîñëåäíþþ

ñèëó. Îáîçíà÷èì îáúåì øàðèêà V,
ïëîòíîñòü äåðåâà, èç êîòîðîãî èçãî-
òîâëåí øàðèê, ρø , ïëîòíîñòü âîäû
ρâ . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå
æèäêîñòè äî ïîãðóæåíèÿ â íåå øàðè-
êà. Ëþáîé ýëåìåíòàðíûé îáúåì âîäû
ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè
â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ñóììû ñèë äàâëåíèÿ, ò.å. ñèëû Àðõè-
ìåäà, óðàâíîâåøèâàåò ñèëó òÿæåñòè,
äåéñòâóþùóþ íà æèäêîñòü â ðàññìàò-
ðèâàåìîì îáúåìå, à ãîðèçîíòàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Àðõèìåäà ñîîá-
ùàåò ýòîé æèäêîñòè öåíòðîñòðåìèòåëü-
íîå óñêîðåíèå. Ïðè çàìåùåíèè æèä-
êîñòè â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ôðàãìåíòîì øàðèêà ýòè ñî-
ñòàâëÿþùèå íå èçìåíÿþòñÿ. Òîãäà âåð-

òèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ FA1
→

 ñèëû Àð-
õèìåäà, äåéñòâóþùåé íà øàðèê, ïî
âåëè÷èíå ðàâíà ρâVg, à íàïðàâëåííàÿ
ê îñè âðàùåíèÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ FA2
→

 ñèëû Àðõèìåäà ïî
âåëè÷èíå ðàâíà ρ ω  αâV r l

2 − sinb g . Ïîä
äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë øàðèê
äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì r � l sin α  â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè.
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Рис. 2
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Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

m a m g T F
→ → → →

= + + A ,

èëè

 m a m g T F F
→ → → → →

= + + +A1 A2 .

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðå-
íèÿ íà âåðòèêàëüíóþ îñü, íàõîäèì

0 = − − +ρ α ρø âVg T Vgcos ,

à ïðîåêòèðóÿ ñèëû è óñêîðåíèå â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà ðàäèàëüíîå
íàïðàâëåíèå, ïîëó÷àåì

ρ ω αøV r l
2 − =sinb g

= ρ ω α αâV r l T
2 − −sin sinb g .

Èñêëþ÷àÿ Ò èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîò-
íîøåíèé, îïðåäåëÿåì èñêîìóþ óãëî-
âóþ ñêîðîñòü:

ω
α

α
=

−
≈ −g

r l

tg
 c

sin
11

1
.

* * *

Óìåíèå îïèñûâàòü äâèæåíèå ïî îê-
ðóæíîñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîìî÷ü
ïðè àíàëèçå äâèæåíèé ïî åùå áîëåå
ñëîæíûì òðàåêòîðèÿì: âèíòîâîé ëè-
íèè èëè öèêëîèäå. Äåéñòâèòåëüíî,
äâèæåíèå ïî âèíòîâîé ëèíèè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâè-
æåíèÿ ïî îêðóæíîñòè è äâèæåíèÿ ïî
ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè
îêðóæíîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
îêðóæíîñòè. Äâèæåíèå ïî öèêëîèäå
òîæå âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îäíî-
âðåìåííûå äâà äâèæåíèÿ: ïî îêðóæ-
íîñòè è ïî ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêî-
ñòè îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 3. Ïî äëèííîé ïðîâîëî÷íîé
âèíòîâîé ëèíèè ñ øàãîì Í, îñü êîòî-
ðîé âåðòèêàëüíà, ñêîëüçèò áóñèíêà.
Ðàäèóñ âîîáðàæàåìîé öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà
âèíòîâàÿ ëèíèÿ, ðàâåí R. Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ áóñèíêè ïî
ïðîâîëîêå µ  ( µ  < H/(2πR)). Íàéäè-
òå óñòàíîâèâøóþñÿ ñêîðîñòü v& ñêîëü-
æåíèÿ áóñèíêè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ g.

Íà áóñèíêó äåéñòâóþò ñèëû òÿæåñòè
m g

→
, íîðìàëüíîé ðåàêöèè N

→
 è òðåíèÿ

Fòð

→
. Ïðè ýòîì Fòð  = µN , êàê îáû÷íî,

à N
→

 = N1

→
 + N2

→
, ãäå N1

→
 � ãîðèçîíòàëü-

íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, íàïðàâëåííàÿ ê
îñè âèíòîâîé ëèíèè, à N2

→
 ëåæèò â

îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñ m g
→

 è

Fòð

→
 (ðèñ.3).

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò,
÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû ñêîðîñòè áóäåò
ðàñòè âåëè÷èíà ñèëû òðåíèÿ, òàê ÷òî

åñòåñòâåííî îæèäàòü âûõîäà äâèæå-
íèÿ íà óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì ñêîëü-
æåíèÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ v& . Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñêîðîñòè ïåðåéäåì â
èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâè-
æóùóþñÿ ïî âåðòèêàëè âíèç ñî ñêîðî-
ñòüþ v& sin α , ãäå α  � óãîë íàêëîíà
âåêòîðà ñêîðîñòè ê ãîðèçîíòó è tg α  =
= H R2πb g. Â âûáðàííîé ñèñòåìå áó-
ñèíêà ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì R ñî ñêîðîñòüþ
v& cosα , ïðè ýòîì óñêîðåíèå áóñèíêè
íàïðàâëåíî ê îñè âèíòîâîé ëèíèè è ïî

âåëè÷èíå ðàâíî v R& cosαc h2 . Èç âòî-
ðîãî çàêîíà Íüþòîíà

m a m g N N F
→ → → → →

= + + +1 2 òð ,

ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèÿ
íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå, íàõîäèì

m
v

R
N& cosαc h2

1= .

Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî

0 2= + +
→ → →

m g N Fòð ,

îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë íà
âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèÿ,
ïîëó÷èì

F mgòð = sin α , N mg2 = cosα .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî Fòð  = µ N N1
2

2
2+ , îêîí÷àòåëüíî

èìååì

v gR& = − +F
H

I
Kµ α µ αb g e je j

1 2 2
1 4

1tg tg2 2

Çàäà÷à 4*. Ïðîòîí äâèæåòñÿ â îä-
íîðîäíîì è ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì
ïîëå ñ èíäóêöèåé B

→
. Âåêòîðû íà÷àëü-

íîé ñêîðîñòè v0

→
 è èíäóêöèè B

→
 îáðà-

çóþò óãîë α . Îïðåäåëèòå âèä òðàåê-
òîðèè ïðîòîíà â ëàáîðàòîðíîé ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà. Ìàññà ïðîòîíà m,
çàðÿä å.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì
Íüþòîíà è âûðàæåíèåì äëÿ ìàãíèò-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû Ëîðåíöà
èìååì

m a e v B
→ → →

= [ , ],

ãäå [ , ]v B
→ →

 � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.1

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî óðàâíåíèå. Ñèëà
Ëîðåíöà ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó
ñêîðîñòè v

→
; ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèëà

íå ñîâåðøàåò ðàáîòû, è ïî òåîðåìå îá
èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âå-
ëè÷èíà v ñêîðîñòè ïðîòîíà îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ñâîåìó íà÷àëüíî-
ìó çíà÷åíèþ v0 . Ñèëà Ëîðåíöà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà òàêæå âåêòîðó èíäóê-
öèè B

→
; ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâëÿþùàÿ

v
||

→
 âåêòîðà ñêîðîñòè, ïàðàëëåëüíàÿ

âåêòîðó èíäóêöèè, òîæå îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé è ðàâíîé ñâîåìó íà÷àëüíîìó
çíà÷åíèþ v0 cosα . Òîãäà âåëè÷èíà v⊥
ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó èíäóêöèè
ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïðîòîíà òîæå
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ñâîåìó
íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ v0 sin α .

Ïåðåéäåì â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó
îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ ïîñòóïàòåëüíî
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðèè ñî ñêîðîñ-
òüþ V

→
 = v

||

→
. Ñ ó÷åòîì çàêîíà ñëîæåíèÿ

ñêîðîñòåé è ïðåäñòàâëåíèÿ ñêîðîñòè â
âèäå ñóììû ñîñòàâëÿþùèõ:

v v V v v
→ → →

⊥

→ →
= ′+ = +

||

ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñ-
òåìå ïðîòîí äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé B

→
, ñ ïîñòîÿííîé

ïî âåëè÷èíå (íî íå ïî íàïðàâëåíèþ!)
ñêîðîñòüþ ′

→
v  = v⊥

→
. Óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ ïðèíèìàåò âèä

ma e v B′ =
→

⊥

→ →
[ , ].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà âåêòîðà
óñêîðåíèÿ ðàâíà

′ = =⊥a
ev B

m

eBv

m
0 sin α

è ïîñòîÿííà, à åãî íàïðàâëåíèå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ñêîðîñòè v⊥

→
.

Çíà÷èò, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà ïðîòîí ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ
ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì

R
v

a

mv

eB
=

′
=⊥

2
0 sin α

ñ ÷àñòîòîé

ω = =⊥v

R

eB

m
,

íå çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè.
Ñîîòâåòñòâåííî, äâèæåíèå ïðîòîíà

îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âèíòîâîé

1 Ïðè ðåøåíèè ýòîé è ñëåäóþùåé çàäà÷
èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ, êîòîðîå èçâåñòíî ó÷àùèìñÿ ñïå-
öèàëèçèðîâàííûõ êëàññîâ ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ. (Ïðèì. ðåä.)

Рис. 3
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X

X

a)

á)

Y

Y

E

E

V

v0

B

B

ëèíèè (ðèñ.4) ñ øàãîì âèíòà

H v T v
R

v
= = =

⊥
||

cos0

2
α

π

= 2 0π α
mv

eB
cos .

Çàäà÷à 5*. Ïðîòîí äâèæåòñÿ â îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ñîçäàíû
îäíîðîäíûå è ïîñòîÿííûå ýëåêòðè-
÷åñêîå E

→
 è ìàãíèòíîå B

→
 ïîëÿ. Âåêòî-

ðû E
→

, B
→

 è âåêòîð v0

→
 íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè ïðîòîíà âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû (ðèñ.5), ïðè÷åì E Bc? , ãäå ñ
� ñêîðîñòü ñâåòà. Îïðåäåëèòå âèä

òðàåêòîðèè ïðîòîíà â ýòîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Ìàññà ïðîòîíà m, çàðÿä å.

Óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà
äëÿ ïðîòîíà â ñêðåùåííûõ ýëåêòðè-
÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ èìååò âèä

m a e E e v B
→ → → →

= + [ , ].

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ñèñòåìó îòñ÷åòà,
â êîòîðîé ïðîòîí «÷óâñòâóåò» òîëüêî
ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â
èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâè-
æóùóþñÿ ïîñòóïàòåëüíî îòíîñèòåëü-
íî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ V

→
. Ó÷èòûâàÿ çàêîí

ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé:

v v V
→ → →

= ′+
è çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé:

a a A
→ → →

= ′+ ,

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåì â âèäå

m a A e E V B e v B′+
F
HG

I
KJ

= +
F
HG

I
KJ + ′

→ → → → → → →
[ , ] [ , ].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â âûáðàííîé ñèñ-
òåìå, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ

V
E B

B

→
→ →

=
[ , ]

2
, V

E

B
c= ? ,

ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ïîñòîÿíñòâà
ñêîðîñòè,

A
V

t

→
→

= =
∆
∆

0,

òàê ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîòîíà

ma e v B′ = ′
→ → →

[ , ]

ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, ïîëó÷åííûì
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïåðåìå-
ùàþùåéñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè îñè OY ñî ñêîðîñòüþ V = E B
(ðèñ.6,à), ïðîòîí ðàâíîìåðíî äâèæåò-
ñÿ ïî îêðóæíîñòè ( ′ ⊥

→ →
v B) ðàäèóñîì

R = 
′v

ω
 = 

m

eB
v

E

B0 −
F
HG

I
KJ  ñ ÷àñòîòîé ω  =

= 
eB

m
.

Èòàê, îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðèè
÷àñòèöà ó÷àñòâóåò â äâóõ äâèæåíèÿõ:
ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñ-
òè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è
äâèæåíèè âìåñòå ñ ïîäâèæíîé ñèñòå-
ìîé îòñ÷åòà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
V
→

. Ñðåäíÿÿ (äðåéôîâàÿ) ñêîðîñòü
÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðèè
ðàâíà E B è íå çàâèñèò íè îò ìàññû,
íè îò âåëè÷èíû çàðÿäà, íè îò çíàêà
çàðÿäà. Âñå ýòè ïàðàìåòðû âëèÿþò
ëèøü íà äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Â

çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó v
è E B òðàåêòîðèÿ âûãëÿäèò êàê ñæà-
òàÿ, óäëèíåííàÿ èëè îáû÷íàÿ öèêëîè-
äà (ðèñ.6.á).

Çàìåòèì, ÷òî ñ òàêîé æå ñóïåðïîçè-
öèåé äâèæåíèé ìû âñòðå÷àåìñÿ ïðè
èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òî÷åê êàòÿùåãîñÿ
êîëåñà.

Неравномерное движение
по окружности

Â îòëè÷èå îò ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
ïî îêðóæíîñòè, â ñëó÷àå íåðàâíîìåð-
íîãî äâèæåíèÿ óñêîðåíèå õàðàêòåðè-
çóåò èçìåíåíèå íå òîëüêî íàïðàâëå-
íèÿ ñêîðîñòè, íî è åå âåëè÷èíû. Ñî-
îòâåòñòâåííî, âåêòîð óñêîðåíèÿ óäîá-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ
êîìïîíåíòîâ: óñêîðåíèÿ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîãî ñêîðîñòè, åãî íàçûâàþò íîð-
ìàëüíûì an

→
, èëè öåíòðîñòðåìèòåëü-

íûì (èíîãäà îñåñòðåìèòåëüíûì), è
óñêîðåíèÿ, êàñàòåëüíîãî ê òðàåêòî-
ðèè, åãî íàçûâàþò òàíãåíöèàëüíûì

at

→
 (ëàòèíñêîå tangens îçíà÷àåò êàñà-

þùèéñÿ).
Çàäà÷à 6. Àâòîìîáèëü, òðîãàÿñü ñ

ìåñòà, ðàâíîìåðíî íàáèðàåò ñêî-
ðîñòü, äâèãàÿñü ïî ãîðèçîíòàëüíîìó
ó÷àñòêó äîðîãè, ïðåäñòàâëÿþùåìó
ñîáîé äóãó â 1/6 äëèíû îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì R = 100 ì. Ñ êàêîé íàèáîëü-
øåé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ àâòîìî-
áèëü ìîæåò âûåõàòü íà ïðÿìîëèíåé-
íûé ó÷àñòîê äîðîãè, åñëè êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ øèí ïî äî-
ðîæíîìó ïîêðûòèþ µ  = 0,3? Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì ñ

2
.

Âñå êîëåñà àâòîìîáèëÿ âåäóùèå. Íà-
ãðóçêè íà ïåðåäíþþ è çàäíþþ îñè
îäèíàêîâû. Öåíòð ìàññ àâòîìîáèëÿ
ðàñïîëîæåí î÷åíü íèçêî.

Íà àâòîìîáèëü â ïðîöåññå ðàçãîíà
äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m g

→
, ñèëà

íîðìàëüíîé ðåàêöèè N
→

 è ñèëà òðå-

íèÿ Fòð

→
, êîòîðàÿ åäèíñòâåííàÿ ñî-

íàïðàâëåíà ñ óñêîðåíèåì a
→

. Ïðîàíà-
ëèçèðóåì èçìåíåíèå âåêòîðà óñêîðå-
íèÿ ñî âðåìåíåì. Äëÿ ýòîãî óäîáíî
îáðàòèòüñÿ ê âåëè÷èíàì  òàíãåíöè-
àëüíîé at  è  íîðìàëüíîé an ñîñòàâ-
ëÿþùèõ óñêîðåíèÿ. Ïî óñëîâèþ at
ïîñòîÿííà; ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü v
àâòîìîáèëÿ â êîíöå ðàçãîíà è òàíãåí-
öèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ at  ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

v a s a
R

t t= =2 2
6

π
,

îòêóäà ïîëó÷àåì

a
v

Rt =
3

2

π
.

Íîðìàëüíàÿ (öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ)

H

B

v0

α

R

v0

B

E
O

Y

X

Z

Рис. 4
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ñîñòàâëÿþùàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a
v

Rn =
2

è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â
êîíöå ó÷àñòêà ðàçãîíà, ãäå ñêîðîñòü
íàèáîëüøàÿ. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

a a at nmax = + =2 2

= 
3

1
3

2 2 2 2 2 2
v

R

v

R

v

Rπ π

F

H
GG

I

K
JJ +

F

H
GG

I

K
JJ = +

F
HG

I
KJ .

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò

N mg= ,

à ñèëà òðåíèÿ ìîæåò ñîîáùèòü íàè-
áîëüøåå ïî âåëè÷èíå óñêîðåíèå

a
F

m

N

m
gmax = = =òð max µ

µ .

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü
â êîíöå ó÷àñòêà ðàçãîíà ðàâíà

v
gR

=

+
F
HG

I
KJ

≈
µ

π
1

3
15

2
 ì ñ.

* * *

Îäíàêî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî
çàäà÷ î íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ïî
îêðóæíîñòè íå ðåøàåòñÿ ïðîñòîé çà-
ïèñüþ ïðîåêöèé óðàâíåíèÿ âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà (óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ) íà ðàäèàëüíîå è êàñàòåëüíîå íà-
ïðàâëåíèÿ. Íà òàêîì ïóòè âîçíèêàþò
ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè èñïîëü-
çîâàíèè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Âûõîä íàõîäÿò
â çàìåíå ýòîãî óðàâíåíèÿ ôîðìóëîé,
îïèñûâàþùåé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè.

Çàäà÷à 7. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ëåæèò ïîëóøàð ìàññîé Ì =
= 100 ã (ðèñ.7). Èç åãî âåðõíåé òî÷êè

áåç òðåíèÿ ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòüþ ñêîëüçèò øàéáà ìàññîé m = 10 ã.
Èç-çà òðåíèÿ ìåæäó ïîëóøàðîì è ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ äâèæåíèå
ïîëóøàðà íà÷èíàåòñÿ ïðè α  = 10°.
Íàéäèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ µ .

Ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
êàæäîå èç òåë. Íà øàéáó äåéñòâóþò
ñèëà òÿæåñòè m g

→
 è ñèëà íîðìàëüíîé

ðåàêöèè N1

→
 (ðèñ.8). Èç âòîðîãî çàêî-

íà Íüþòîíà,

m a m g N
→ → →

= + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðå-
íèÿ íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå, â
ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ïîëóøàðà
ïîëó÷àåì

m
v

R
mg N

2

1= −cosα .

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
mv

mgR
2

2
1= − cosαb g .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì

N mg1 3 2= − cosαb g.
Íà ïîëóøàð äåéñòâóþò ñèëû òÿæåñ-

òè M g
→

, íîðìàëüíîé ðåàêöèè N2

→
, òðå-

íèÿ Fòð

→
 è äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû øàéáû

F
→

 (ðèñ.9). Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòî-

íà, çàïèñàííîãî â ïðîåêöèÿõ íà âåðòè-
êàëüíîå íàïðàâëåíèå ñ ó÷åòîì ðàâåí-
ñòâà F = N1, ïîëó÷àåì

N Mg F2 = + =cosα

= + −Mg mg 3 2 cos cosα αb g .

Â ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ïîëóøà-
ðà âåëè÷èíà ñèëû òðåíèÿ ñâÿçàíà ñ
âåëè÷èíîé ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè
ñîîòíîøåíèåì Fòð  = µN2 , à èç âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà, çàïèñàííîãî â ïðîåê-
öèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå,
ñëåäóåò

F F mgòð = = −sin cos sinα α α3 2b g .

Îòñþäà íàõîäèì

µ
α α

α α
= =

−
+ −

≈
F

N

m

M m
òð

2

3 2

3 2

cos sin

cos cos

b g
b g

≈ =
m

M
α 0 017, .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïî ðåçèíîâîé òðóáêå, ñâåðíóòîé â
âèäå êîëüöà, öèðêóëèðóåò ñî ñêîðîñòüþ v
âîäà. Ðàäèóñ êîëüöà R, äèàìåòð òðóáêè
d R? . Ñ êàêîé ñèëîé Ò ðàñòÿíóòà ðåçèíî-
âàÿ òðóáêà?

2. Çàêðûòàÿ ïðîáèðêà äëèíîé l, ïîëíî-
ñòüþ çàïîëíåííàÿ æèäêîñòüþ, ñîñòàâëÿåò
óãîë α  ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç åå íèæíèé êîíåö. Â æèäêîñòè ïëàâà-
åò ëåãêàÿ ïðîáêà. Äî êàêîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè ω  ñëåäóåò ðàñêðóòèòü ïðîáèðêó âîêðóã
âåðòèêàëüíîé îñè, ÷òîáû ïðîáêà ïîãðóçè-
ëàñü äî ñåðåäèíû ïðîáèðêè?

3. Ñëàáî ðàñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê ïðîòîíîâ,
ñòàðòóþùèõ èç îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðîì ñîçäàíî îäíîðîäíîå ïîñòîÿííîå
ìàãíèòíîå ïîëå B

→
, òàê, ÷òî âåêòîðû ñêîðî-

ñòè v
0

→
 ïðîòîíîâ ñîñòàâëÿþò ìàëûå óãëû ñ

âåêòîðîì ïîëÿ B
→

. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè L
îò òî÷êè ñòàðòà ïó÷îê ïðîòîíîâ âïåðâûå
ñôîêóñèðóåòñÿ? Ìàññà ïðîòîíà m, çàðÿä å.

4*. Ïðîòîí äâèæåòñÿ â îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, ãäå ñîçäàíû âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûå îäíîðîäíûå è ïîñòîÿííûå ýëåê-
òðè÷åñêîå E

→
 è ìàãíèòíîå B

→
 ïîëÿ. Âåêòîð

v
0

→
 íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí

E
→

 è èìååò íåíóëåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ v
0||

→
,

ïàðàëëåëüíóþ B
→

. Ñ÷èòàÿ, ÷òî E Bc? , ãäå

ñ � ñêîðîñòü ñâåòà, íàéäèòå ñêîðîñòü V
→

ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîé ïðîòîí äâèæåò-
ñÿ ïî îêðóæíîñòè.

5. Íà êîëüöåâîé ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå
ðàäèóñîì R = 1000 ì ñòàðòóåò ãîíî÷íûé
àâòîìîáèëü è ðàçãîíÿåòñÿ òàê, ÷òî âåëè÷è-
íà ñêîðîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2 ì/ñ çà
êàæäóþ ñåêóíäó. Â òå÷åíèå êàêîãî âðåìåíè
τ  ãîíùèêó óäàñòñÿ óäåðæèâàòü àâòîìî-
áèëü íà äîðîãå, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ øèí ïî äîðîæíîìó ïîêðûòèþ
µ  = 0,5? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g = 10 ì ñ

2 . Âåäóùèå êîëåñà àâòîìîáèëÿ
� çàäíèå, íàãðóçêè íà ïåðåäíþþ è çàäíþþ
îñè îäèíàêîâû. Öåíòð ìàññ àâòîìîáèëÿ
ðàñïîëîæåí î÷åíü íèçêî.

6. Ìàÿòíèê, èìåþùèé íà êîíöå íèòè
øàðèê ìàññîé m è çàðÿäîì Q, íàõîäèòñÿ â
ïîëå òÿæåñòè è â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñ-
êîì ïîëå, íàïðÿæåííîñòü E

→
 êîòîðîãî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíà óñêîðåíèþ ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g

→
. Ìàÿòíèê îòêëîíÿþò äî ãîðèçîí-

òàëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ
E
→

 è g
→

 è îòïóñêàþò. Íàéäèòå íàòÿæåíèå
íèòè Ò, êîãäà ìàÿòíèê áóäåò ïðîõîäèòü
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â äàííûõ ïîëÿõ.

7. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëå-
æèò ïîëóøàð ìàññîé Ì = 200 ã. Èç åãî
âåðõíåé òî÷êè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ áåç òðåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíû-
ìè ñêîðîñòÿìè íà÷èíàþò ñêîëüçèòü äâå
øàéáû ìàññàìè m1 = 20 ã è m2  = 15 ã. Èç-
çà òðåíèÿ ìåæäó ïîëóøàðîì è ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ äâèæåíèå ïîëóøà-
ðà íà÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà îäíà èç
øàéá ïðîéäåò 1/36 äëèíû îêðóæíîñòè
áîëüøîãî êðóãà. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ µ .
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