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Сюрпризы таблицы
умножения

Âïåðâûå òàáëèöà Ïèôàãîðà ïðè-
ìåðíî â òàêîì âèäå, â êàêîì ìû åå
íàõîäèì íà îáëîæêàõ òåòðàäåé,
ïîÿâèëàñü â ñî÷èíåíèè íåîïèôàãî-
ðåéöà Íèêîìàõà Ãåðàçñêîãî
(I�II ââ.). Â åãî «Ââåäåíèè â
àðèôìåòèêó» òàáëèöà âûïîëíåíà
â èîíèéñêîé íóìåðàöèè. Ïî ñëî-
âàì Íèêîìàõà, ýòà òàáëèöà âîñõî-
äèò «ê ñàìîìó Ïèôàãîðó».

Áîëåå äðåâíèå òàáëèöû óìíîæå-
íèÿ îáíàðóæåíû â ìåñîïîòàìñêèõ
ãëèíÿíûõ òàáëè÷êàõ � èõ «âîç-
ðàñò» îêîëî 5 òûñÿ÷ ëåò.

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ  ñêðûâàåò â
ñåáå ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé,
ïîèñê êîòîðûõ ìîæåò ïðåâðàòèòü-
ñÿ â óâëåêàòåëüíîå çàíÿòèå, ñóëÿ-
ùåå íåìàëî ñþðïðèçîâ.

Íàçîâåì êâàðòåòîì ÷åòûðå ÷èñ-
ëà òàáëèöû Ïèôàãîðà, ðàñïîëî-
æåííûõ â âåðøèíàõ íåêîòîðîãî
êâàäðàòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
ñòîðîíû ýòîãî êâàäðàòà ïàðàëëåëü-
íû äèàãîíàëÿì òàáëèöû Ïèôàãî-
ðà, òî ñóììû äèàãîíàëüíûõ ÷èñåë
êâàðòåòà ðàâíû (ðèñ.2). Åñëè ñòî-
ðîíû êâàäðàòà ïàðàëëåëüíû ñòî-
ðîíàì òàáëèöû, òî ðàâíû ïðîèçâå-
äåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ÷èñåë êâàðòå-
òà. Åñëè ïðè ýòîì êâàäðàò ðàñïîëî-
æåí ñèììåòðè÷íî ãëàâíîé äèàãî-
íàëè òàáëèöû Ïèôàãîðà, òî ñóììà
âñåõ ÷èñåë êâàðòåòà � êâàäðàò íå-
êîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, è
ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èë-
ëþñòðàöèåé òîæäåñòâà: a b+b g

2 =

= a
2
 + 2ab + b

2 . Äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ ñâîéñòâ ïðîñòû è îñíîâàíû íà
îïðåäåëåíèè òàáëèöû Ïèôàãîðà, à

èìåííî: êàæäîå ÷èñëî òàáëèöû
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ íîìåðà ñòðî-
êè è íîìåðà ñòîëáöà, íà ïåðåñå÷å-
íèè êîòîðûõ îíî ñòîèò.

Åñëè öåíòðîì êâàðòåòà òîæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî òàáëèöû Ïèôàãîðà,
òî îíî ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè-
÷åñêîìó ÷èñåë ýòîãî êâàðòåòà
(ðèñ.3). È îïèðàÿñü íà ýòî ñâîé-
ñòâî, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà
âñåõ ÷èñåë òàáëèöû Ïèôàãîðà, ðàñ-
ïîëîæåííûõ âíóòðè öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû ïîêàçàííî-
ãî íà ðèñóíêå 4 âèäà, ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ öåíòðàëüíîãî ÷èñëà íà
êîëè÷åñòâî ÷èñåë ôèãóðû. Ïðè
îòñóòñòâèè öåíòðàëüíîãî ÷èñëà
âìåñòî íåãî áåðåòñÿ äðîáíîå ÷èñëî,
ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåòè÷åñ-
êèõ äðîáíûõ íîìåðà ñòðîêè è íî-
ìåðà ñòîëáöà.

Ñêó÷íóþ, íà ïåðâûé âçãëÿä, çà-
äà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñóììû âñåõ ÷è-
ñåë òàáëèöû Ïèôàãîðà ìîæíî ðå-
øèòü, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì íåìàëîå
óäîâîëüñòâèå: ïîñêîëüêó 1 + 2 +
+ 3 + � + 9 = 45, òî ñóììà ÷èñåë
òàáëèöû áóäåò ðàâíà

1 45 2 45 3 45 9 45⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =...

= 45 1 2 3 9⋅ + + + + =...b g

= 45 45 2025⋅ = .

Êðàñèâî, íå ïðàâäà ëè?
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå ÷èñëà

òàáëèöû Ïèôàãîðà ìîæíî ðàçáèòü
íà äåâÿòü ãðóïï ïî äåâÿòü ÷èñåë â
êàæäîé òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ÷è-
ñåë â êàæäîé ãðóïïå îêàæóòñÿ
ðàâíûìè (ðèñ.5). Ðàçáèâàÿ ÷èñëà
íà ãðóïïû, íóæíî ñîáëþäàòü ïðà-
âèëî: ÷èñëà îäíîé ãðóïïû äîëæíû
ñòîÿòü â êëåòêàõ òàáëèöû òàê, ÷òî-
áû óñòàíîâëåííûå íà íèõ øàõìàò-
íûå ëàäüè áûëè äðóæåëþáíûìè,
ò.å. íå óãðîæàëè äðóã äðóãó. Â
ýòîì ñëó÷àå âñå äåâÿòü ïðîèçâåäå-
íèé áóäóò ðàâíû

1 2 3 4 5 6 7 8 9 9
2 2⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =b g b g! .

Íà ðèñóíêå 6 â òàáëèöå Ïèôàãî-
ðà âûäåëåíû «óãîëêè». Ñóììû
÷èñåë â óãîëêàõ îáðàçóþò ïîñëåäî-
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Рис.1. Таблица Пифагора
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=   +      +       +          +            =

5 + 8 + 9 + 8 + 5 = 1  5 + 2  4  + 3  3  + 4  2 + 5 1=

âàòåëüíîñòü êóáîâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Íå íàðóøàÿ ïðèíöèïèàëüíîãî
ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû Ïèôàãîðà, åå

ìîæíî ðàñøèðèòü âïðàâî è âíèç,
ñîáëþäàÿ îñíîâíîå óñëîâèå: êàæ-
äîå ÷èñëî òàáëèöû åñòü ïðîèçâåäå-
íèå íîìåðà ñòðîêè è íîìåðà ñòîë-
áöà, â êîòîðûõ îíî ñòîèò. Íà ðè-
ñóíêå 7 èçîáðàæåíà âåðõíÿÿ ÷àñòü
ðàñøèðåííîé òàáëèöû Ïèôàãîðà,
ïîâåðíóòàÿ íà 45°. Åñòåñòâåííî,
âñå ðàíåå ñôîðìóëèðîâàííûå ñâîé-
ñòâà òàáëèöû Ïèôàãîðà îñòàþòñÿ
âåðíûìè è äëÿ ðàñøèðåííîé òàá-
ëèöû, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàñ-
øèðåííóþ òàáëèöó òàêæå áóäåì
íàçûâàòü òàáëèöåé Ïèôàãîðà.

Ðàññìîòðèì êîëîíêè ÷èñåë, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî áèññåê-
òðèñå «÷èñëîâîãî óãëà» (ðèñ.8).
Íà ñàìîé áèññåêòðèñå ðàñïîëîæå-

íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòíûõ
÷èñåë, à ïàðàëëåëüíî è ðÿäîì ñ íåé
ðàñïîëîæåíû óäâîåííûå òðåóãîëü-
íûå ÷èñëà. (Íàïîìíèì, ÷òî òðåó-
ãîëüíûìè íàçûâàþò ÷èñëà, ïîêà-
çûâàþùèå, èç ñêîëüêèõ êðóãîâ
ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê: 1, 3,

6, 10, 15, �, 
n n + 1

2

b g
, �). Âî âñåõ

êðàñíûõ êîëîíêàõ ðàñïîëîæåíû
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâÿ-

çàííûå ñ òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè, à
â ñèíèõ êîëîíêàõ � ñ êâàäðàòíûìè
÷èñëàìè. Ïîïðîáóéòå óñòàíîâèòü
ýòó ñâÿçü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ãðóïïû ÷èñåë 1; 2,2; 3,4,3;
4,6,6,4; � íàçîâåì ñòðîêàìè ðàñ-
øèðåííîé òàáëèöû Ïèôàãîðà
(ðèñ.9). Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë n-é
ñòðîêè ðàâíî n!b g

2 , ïîòîìó ÷òî
÷èñëà ýòîé ñòðîêè ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â òàêîì
âèäå: 1n, 2 1n −b g ,
3 2n −b g , �, n − 2 3b g ,
n − 1 2b g , n1, à ïðîèçâåäå-

íèå òàêèõ ÷èñåë ðàâíî
n!b g

2 .
Ñóììà ÷èñåë n-é ñòðî-

êè òàáëèöû Ïèôàãîðà
ðàâíà n-ìó òåòðàýäðàëü-
íîìó ÷èñëó è ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîð-
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ìóëå 
n n n+ +1 2

6

b gb g
. (Òåòðàýäðàëü-

íûìè ÷èñëàìè íàçûâàþò ÷èñëà,
ïîêàçûâàþùèå, èç ñêîëüêèõ øà-
ðîâ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíóþ
ïèðàìèäó.) Íà ðèñóíêå 10 ïîêà-
çàí ïðîöåññ ðîæäåíèÿ òåòðàýäðàëü-
íîãî ÷èñëà èç ÷èñåë 5-é ñòðîêè.

Ñóììà æå âñåõ ÷èñåë n ïåðâûõ
ñòðîê òàáëèöû ðàâíà n-ìó ãèïåð-
òåòðàýäðàëüíîìó ÷èñëó
n n n n+ + +1 2 3

24

b gb gb g
  (àíàëîã òðå-

óãîëüíûõ ÷èñåë äëÿ ïðîñòðàíñòâà
÷åòûðåõ èçìåðåíèé).

Êàê âû óæå óñïåëè, íàâåðíîå,
çàìåòèòü, â ñâîéñòâàõ ýòîé òàáëè-
öû òåñíî ïåðåïëåòàþòñÿ òðåóãîëü-
íûå è êâàäðàòíûå ÷èñëà. Âîò åùå
îäíî ñâîéñòâî: ðàçíîñòü ìåæäó ñóì-
ìàìè n-é è n − 1b g-é ñòðîê òàáëèöû
ðàâíà n-ìó òðåóãîëüíîìó ÷èñëó, à
ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàìè n-é è
n − 2b g-é ñòðîê ðàâíà n-ìó êâàäðàò-

íîìó ÷èñëó.
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1. Ñêîëüêî áóäåò: äâà äåñÿòêà
óìíîæèòü íà òðè äåñÿòêà?

2. Îäíî ÿéöî âàðÿò òðè ìèíóòû.
Ñêîëüêî ìèíóò íàäî âàðèòü 5 ÿèö?

3. Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî
ïëþñîâ è ìèíóñîâ. Ðàçðåøàåòñÿ
ñòèðàòü ëþáûå äâà çíàêà, çàïèñû-
âàÿ âìåñòî îäèíàêîâûõ çíàêîâ
ïëþñ, à âìåñòî ðàçíûõ � ìèíóñ.
Çàâèñèò ëè ïîñëåäíèé îñòàâøèéñÿ
íà äîñêå çíàê îò òîãî, â êàêîì
ïîðÿäêå ñòèðàòü çíàêè?
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