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Качающаяся скала

 НÀÄÎ ÑÊÀÇÀÒÜ, ×ÒÎ Â ÝÒÈÕ
ìåñòàõ  íå  ðåäêîñòü  âñòðå-
òèòü òàê íàçûâàåìóþ «êà÷à-

þùóþñÿ ñêàëó» � âåñüìà ëþáîïûò-
íîå ÿâëåíèå, ñóòü êîòîðîãî â òîì, ÷òî
îòäåëüíûé êóñîê ñêàëû â íåçàïàìÿò-
íûå âðåìåíà ïîëó÷àåò óñòîé÷èâîñòü
ðàâíîâåñèÿ. Îí îáûêíîâåííî ñòîèò
íà êàìåííîé ïëîùàäêå è, åñëè åãî
ðàñêà÷èâàòü, îí, ïîäîáíî «âàíüêå-
âñòàíüêå», ïðèíèìàåò ïåðâîíà÷àëü-
íîå ïîëîæåíèå. Òàêèå ñêàëû âåñÿò
èíîãäà òûñÿ÷è òîíí, íî ïîñëóøíû
äâèæåíèþ ðóêè ÷åëîâåêà ñðåäíåé
ñèëû. Òàêàÿ ñêàëà óïàñòü íå ìîæåò,
åñëè, êîíå÷íî, åå íå âçîðâóò äèíàìè-
òîì�» � ýòî ñòðîêè èç ðàññêàçà
Àëåêñàíäðà Ãðèíà «Êà÷àþùàÿñÿ ñêà-

…много есть странных
вещей в горах.

Александр Грин

«
ëà», ãðóñòíîé èñòîðèè î áåäíîì îõîò-
íèêå, êîòîðîìó ïðåäëîæèëè çà òðè
ìèëëèîíà îïðîêèíóòü îãðîìíûé êà-
ìåííûé ñòîëá, êà÷àþùèéñÿ îêîëî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îõîòíèê,
íåñìîòðÿ íà âñå ñâîè óñèëèÿ, íå
ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé è ñîøåë ñ óìà
(íî íå îñòàâèë ñâîåé çàòåè ñòîëêíóòü
êàìåíü).

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, ïî÷åìó æå
òàê óñòîé÷èâà «êà÷àþùàÿñÿ ñêàëà».

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû òåëî
íàõîäèëîñü â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà óñëî-
âèÿ:

âåêòîðíàÿ ñóììà âñåõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà òåëî, ðàâíà íóëþ; (à)

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ìîìåíòîâ

âñåõ ñèë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íîé îñè ðàâíà íóëþ. (á)

Íå âñÿêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
áûâàåò óñòîé÷èâûì. Íàïðèìåð, èãîë-
êà, íà êîòîðóþ äåéñòâóþò òîëüêî
ñèëû òÿæåñòè è ðåàêöèè îïîðû, íå
ñòîèò ñâîáîäíî íà ãëàäêîì ñòîëå.
Õîòÿ, åñëè èãîëêó ïîñòàâèòü ñòðîãî
âåðòèêàëüíî, óñëîâèÿ (à) è (á) áó-
äóò âûïîëíÿþòñÿ, íî ïðè ìàëåéøåì
îòêëîíåíèè îò âåðòèêàëè âîçíèêàþò
ìîìåíòû ñèë, îïðîêèäûâàþùèå èãîë-
êó. Â òî æå âðåìÿ êèðïè÷ ñòîèò
óñòîé÷èâî íà ëþáîé ãðàíè. È êàê áû
ìû íå óìåíüøàëè êèðïè÷, ñîõðàíÿÿ
åãî ôîðìó, êèðïè÷ ïî-ïðåæíåìó áó-
äåò ñòîÿòü íà ñòîëå óñòîé÷èâî. À âîò
íà êðèâîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè,
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íàïðèìåð íà ôóòáîëüíîì ìÿ÷å, êèð-
ïè÷ òðóäíåå óðàâíîâåñèòü, ÷åì íà
ïëîñêîñòè èëè âîãíóòîé ïîâåðõíîñ-
òè. Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü ðàâ-
íîâåñèÿ òåëà íà îïîðå çàâèñèò îò
ôîðìû òåëà (òî÷íåå � åãî îñíîâà-
íèÿ) è îò ïîâåðõíîñòè îïîðû.

×òîáû âûâåñòè êðèòåðèé óñòîé-
÷èâîñòè, îáðàòèìñÿ ñíîâà ê êà÷àþ-
ùåéñÿ ñêàëå èëè ê êàìíþ è ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êàìåíü è îïî-
ðà â îáëàñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ èìå-
þò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. (Â Ïðèëî-
æåíèè ê ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ
òåë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.) Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàìåíü è îïîðà,
íà êîòîðîé îí ñòîèò, ñòî÷èëèñü èëè
îáâåòðèëèñü è ñòàëè ãëàäêèìè, áåç
ñêîëîâ è âûñòóïîâ, òàê ÷òî îáëàñòü
êîíòàêòà êàìíÿ ñ îïîðîé ìàëà è
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà òî÷êó. Íà
ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî ñå÷åíèå êàìíÿ
è îïîðû âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó èõ ñîïðè-
êîñíîâåíèÿ (òî÷êà Ñ); çäåñü Î è

′O  � öåíòðû ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé êàìíÿ è îïîðû â îáëàñòè
êîíòàêòà, r è R � èõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðàäèóñû. Äëÿ ðàâíîâåñèÿ êàì-
íÿ íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî, ÷òîáû
åãî öåíòð òÿæåñòè (òî÷êà Ð) ëåæàë
íà âåðòèêàëè OO′ ; ïðè ýòîì óñëî-
âèÿ (à) è (á) âûïîëíÿþòñÿ. Ïî-
ñìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâåäåò íåáîëü-
øîå îòêëîíåíèå êàìíÿ îò ïåðâîíà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå îòêëîíåíèÿ
ïîëîæåíèå êàìíÿ íà îïîðå ñòàëî
òàêèì, êàê íà ðèñóíêå 2; çäåñü Q �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ÐÎ ñ âåð-
òèêàëüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó À
� íîâóþ òî÷êó êîíòàêòà êàìíÿ ñ
îïîðîé. Åñëè òî÷êà Ð îêàæåòñÿ ïðà-
âåå âåðòèêàëè AA′ , òî ìîìåíò ñèëû
òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè îïîðû
À áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü äàëüíåéøå-

ìó îòêëîíåíèþ, è êàìåíü óæå íå
âåðíåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæå-
íèå. Åñëè æå òî÷êà Ð îêàæåòñÿ ëåâåå
âåðòèêàëè AA′ , ìîìåíò ñèëû òÿæåñ-
òè áóäåò âîçâðàùàòü êàìåíü â ïåðâî-
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. À ýòî çíà÷èò,
÷òî ðàâíîâåñèå êàìíÿ áóäåò óñòîé÷è-
âûì.

Èòàê, åñëè CP < CQ, òî ðàâíîâå-
ñèå óñòîé÷èâîå. Ïîñìîòðèì, êàê ïðè
ýòîì ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âåëè÷èíû
CP, R è r. Â òðåóãîëüíèêå OAQ (ñì.
ðèñ.2)
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Íàñ èíòåðåñóþò ìàëûå îòêëîíåíèÿ
êàìíÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ãîâîðÿ «ìàëîå îòêëîíåíèå», ìû èìå-
åì â âèäó, ÷òî ðàññòîÿíèå, «ïðîõîäè-
ìîå» òî÷êîé êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñ-
òè îïîðû, ò.å. äóãà ′C A (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äóãà ÑÀ, ðàâíàÿ ′C A), ìàëî
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñàìè r è R
ïîâåðõíîñòåé êàìíÿ è îïîðû. À ýòî
è îçíà÷àåò, ÷òî óãëû α  è β  ìàëû,
ò.å.

α?1 è β α=
R

r
?1.

Äëÿ ìàëûõ óãëîâ, êàê èçâåñòíî, ñè-
íóñ óãëà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ðàâåí
ñàìîìó óãëó. Ïîýòîìó âûðàæåíèå
(1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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óñëîâèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ êàì-
íÿ, ò.å. óñëîâèå CP < CQ, çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà

CP
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+
.          (2)

Åñëè ïîâåðõíîñòü îïîðû èìååò
âîãíóòóþ ôîðìó ñ ðàäèóñîì R (ôîð-
ìó âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ðàäèóñîì R), òî óñëîâèå óñòîé÷èâî-
ãî ðàâíîâåñèÿ êàìíÿ íà îïîðå âûãëÿ-
äèò òàê:
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R r
<

−
.          (3)

(Ïîïðîáóéòå âûâåñòè ýòó ôîðìóëó
ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Îòìåòèì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæ-
íîå îáñòîÿòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî
ðàâíîâåñèå êàìíÿ íà îïîðå óñòîé÷è-
âîå. Òîãäà ïðè îòêëîíåíèè êàìíÿ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò
ìîìåíò ñèëû, ïðåïÿòñòâóþùèé ýòî-
ìó îòêëîíåíèþ: ó ñèëû òÿæåñòè îò-
íîñèòåëüíî íîâîé òî÷êè îïîðû ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ïëå÷î (ñì. ðèñ.2). ×òîáû óäåð-
æàòü êàìåíü â íîâîì ïîëîæåíèè íå-
ïîäâèæíûì, òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü
âíåøíþþ ñèëó, òàêóþ, ÷òîáû åå ìî-
ìåíò îòíîñèòåëüíî íîâîé òî÷êè îïî-
ðû áûë ðàâåí ïî âåëè÷èíå è ïðîòè-
âîïîëîæåí ïî íàïðàâëåíèþ ìîìåíòó
ñèëû òÿæåñòè; âåëè÷èíà è íàïðàâëå-
íèå ýòîé ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâè-
åì (à). Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå äëÿ
íåáîëüøîãî îòêëîíåíèÿ òåëà îò ïî-
ëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ
íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü ðàáîòó ïðî-
òèâ ñèëû òÿæåñòè. Ýòà ðàáîòà èäåò
íà óâåëè÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè òåëà. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëî-
æåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà èìååò ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, öåíòð òÿæåñòè òåëà çàíèìàåò
íàèíèçøåå ïîëîæåíèå. Ïîýòîìó óñ-
ëîâèå (2) ìîæíî âûâåñòè èíà÷å, ïî-
ñìîòðåâ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ öåíòðîì
òÿæåñòè êàìíÿ ïðè åãî íåáîëüøîì
îòêëîíåíèè (ñì. óïðàæíåíèå 1).
Òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ðå-
øåíèþ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ýê-
âèâàëåíòíû. Åñëè êàìåíü ñëåãêà îò-
êëîíèòü îò ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ è íå óäåðæèâàòü åãî â
íîâîì ïîëîæåíèè, îí âåðíåòñÿ íà-
çàä, «ïðîñêî÷èò» (ïî èíåðöèè) ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñíîâà âåðíåòñÿ
ê íåìó è ò.ä., ò.å. êàìåíü áóäåò
ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæå-
íèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè íåáîëüøîå îòêëîíåíèå òåëà
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò

Рис.2Рис.1
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ê òîìó, ÷òî öåíòð òÿæåñòè åãî îïóñ-
êàåòñÿ, ðàâíîâåñèå òåëà íåóñòîé÷è-
âî. Ïðè ìàëåéøåì îòêëîíåíèè âîç-
íèêàåò ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè, äåé-
ñòâóþùåé â ñòîðîíó îòêëîíåíèÿ è
ñòðåìÿùèéñÿ åãî óâåëè÷èòü, è òåëî
«îïðîêèäûâàåòñÿ».

Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà îòêëîíåíèå
òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå
èçìåíÿåò âûñîòó öåíòðà òÿæåñòè òåëà
íàä òî÷êîé îïîðû, � òàêîå ïîëîæå-
íèå íàçûâàþò áåçðàçëè÷íûì ðàâíî-
âåñèåì. Â áåçðàçëè÷íîì ðàâíîâåñèè
íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, îäíîðîäíûé
øàðèê íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ðàâíîâåñèå
áåçðàçëè÷íîå, à òåëî è îïîðà â îáëà-
ñòè êîíòàêòà èìåþò ñôåðè÷åñêèå
ôîðìû, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

CP
Rr

R r
= + ,          (4)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îäíîðîä-
íîãî øàðèêà íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî R → ∞ . Íî
áóäåò ëè ýòî ñîîòíîøåíèå äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì áåçðàçëè÷íîãî ðàâíî-
âåñèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Ïðèâåäåì
õîòÿ áû îäèí ïðèìåð, êîãäà óñëîâèå
(4) âûïîëíÿåòñÿ, à ðàâíîâåñèå òåëà
íåóñòîé÷èâîå. Ðàññìîòðèì òåëî øà-
ðîîáðàçíîé ôîðìû íà âåðøèíå çàê-
ðåïëåííîé ñôåðû òîãî æå ðàäèóñà,
ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíòð òÿæåñòè òåëà
íàõîäèòñÿ íà ïîëîâèíå åãî ðàäèóñà
r, ò.å. ÑÐ = r/2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü
(ïðîäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî
ðàâíîâåñèå òåëà íà ñôåðå íåóñòîé÷è-
âîå, õîòÿ ñîîòíîøåíèå (4) ñòðîãî
âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè ëþáîì êîíå÷íîì
óãëå íàêëîíà òåëà îò ðàâíîâåñíîãî
ïîëîæåíèÿ öåíòð òÿæåñòè òåëà îïóñ-
êàåòñÿ, è îíî ñêàòûâàåòñÿ ñî ñôåðû
(ñì. óïðàæíåíèå 2).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
âûâîäå êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ìû
ðàññìàòðèâàëè ìàëûå îòêëîíåíèÿ

òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ó÷è-
òûâàëè â ðàñ÷åòàõ ëèøü ëèíåéíûå
÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå α . Â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè òåëî èëè ñèñ-
òåìà òåë ìîãóò íàõîäèòüñÿ â áåçðàç-
ëè÷íîì ðàâíîâåñèè, íî êîãäà ìû ïðè
áîëåå òî÷íûõ ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàåì
÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð
ïðîïîðöèîíàëüíûå α2 , α3  è ò.ä., òî
ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ïî ðàñ÷åòàì
îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÷òî è
íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Òåïåðü íàì ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå
«êà÷àþùàÿñÿ ñêàëà»: ýòî âåðòèêàëü-
íî ñòîÿùèé êàìåíü ñ íèçêî ðàñïîëî-
æåííûì öåíòðîì òÿæåñòè èëè áîëü-
øèì ðàäèóñîì êðèâèçíû îñíîâàíèÿ.
Îòêëîíåíèå êàìíÿ (ïðàâäà, â íåêî-
òîðûõ ïðåäåëàõ; ñì. óïðàæíåíèå 2)
ïðèâîäèò ê åãî êîëåáàíèÿì îêîëî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êà÷àþùàÿ-
ñÿ ñêàëà � ýòî êàìåíü-ìàÿòíèê.

Êîíå÷íî, íåëåãêî ðóêîé «ñðåäíåé
ñèëû» ðàñøàòàòü îãðîìíûé êàìåí-
íûé ñòîëá. Äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî
ó êà÷àþùåéñÿ ñêàëû áîëüøàÿ ìàññà
è, äëÿ òîãî ÷òîáû ñîîáùèòü åé çàìåò-
íîå óñêîðåíèå, íóæíî ïðèëîæèòü
î÷åíü áîëüøóþ ñèëó. Èç-çà äåôîð-
ìàöèè îïîðû ïîä äåéñòâèåì âåñà
êàìíÿ ìîãóò âîçíèêàòü ñèëû ðåàê-
öèè, ïðåïÿòñòâóþùèå îòêëîíåíèþ
ñêàëû îò âåðòèêàëè. È òåì íå ìåíåå,
êà÷àþùèåñÿ ñêàëû èëè, ïî êðàéíåé
ìåðå, áîëüøèå êà÷àþùèåñÿ êàìíè
(rocking stones) ñóùåñòâóþò â ïðè-
ðîäå. Ìîæåò áûòü, è âû ñðåäè êàìåí-
íûõ âàëóíîâ âñòðå÷àëè íå÷òî ïîäîá-
íîå?

Ðàññêàç À.Ãðèíà «Êà÷àþùàÿñÿ
ñêàëà» ïîÿâèëñÿ â 1915 ãîäó â æóð-
íàëå «20 âåê». Îòêóäà Ãðèí óçíàë î
êà÷àþùåéñÿ ñêàëå? Ïî âñåé âèäè-
ìîñòè, ïåðâîèñòî÷íèêîì äëÿ íåãî
ïîñëóæèëà êíèãà ß.È.Ïåðåëüìàíà
«Çàíèìàòåëüíàÿ ôèçèêà», ïåðâîå èç-
äàíèå êîòîðîé âûøëî â ñâåò â 1913

ãîäó è ñðàçó æå ñòàëî
îøåëîìëÿþùå óñïåø-
íûì. Ïåðåëüìàí ïîìåñ-
òèë â ýòîé êíèæêå êîðî-
òåíüêóþ çàìåòêó î êà÷à-
þùåéñÿ ñêàëå, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â îêðåñòíîñòÿõ
àðãåíòèíñêîãî ìîðñêî-
ãî ïîðòà Áàõèÿ-Áëàíêà
(ðèñ.3). Îñîáåííîñòüþ
êà÷àþùåéñÿ ñêàëû èç
Áàõèÿ-Áëàíêè áûëî åå
íåïðåðûâíîå ìåäëåííîå
äâèæåíèå èç ñòîðîíû â
ñòîðîíó, ïðåäïîëîæè-
òåëüíî èç-çà íåîäíîðîä-

íîãî íàãðåâà ñêàëû ñîëíå÷íûìè ëó-
÷àìè èëè îõëàæäåíèÿ, êîòîðûå ïðè-
âîäèëè ê íåáîëüøîìó áëóæäàíèþ
ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè. Æàëü,
÷òî ýòîò çàáàâíûé ñþæåò âûïàë èç
áîëåå ïîçäíèõ èçäàíèé «Çàíèìàòåëü-
íîé ôèçèêè».

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåðû, êî-
òîðûå íå òðåáóþò ïóòåøåñòâèÿ â ãîðû,
íî ïî ñâîåé ïðèðîäå îíè òàêèå æå,
êàê êà÷àþùàÿñÿ ñêàëà.

Ïðèìåð 1. Ó îäíîðîäíîãî øàðà
öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè-
÷åñêèì öåíòðîì, ïîýòîìó øàð íåóñ-
òîé÷èâ íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè.
Îäíàêî, åñëè ó øàðà ñðåçàíà «âåð-
õóøêà», îí ìîæåò ñòîÿòü óñòîé÷èâî
íà âåðøèíå âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè
(ñì. óïðàæíåíèå 3).

Ïðèìåð 2. Çàáàâíàÿ äåòñêàÿ èã-
ðóøêà «âàíüêà-âñòàíüêà» íàïîìè-
íàåò ïðèìåð 1. Êóñîê ñâèíöà èëè
ñòàëè, ñïðÿòàííûé ó øàðîîáðàçíîãî
îñíîâàíèÿ «âàíüêè-âñòàíüêè», ïðè-
äàåò èãðóøêå óäèâèòåëüíóþ óñòîé-
÷èâîñòü.

À âñå ëè çíàþò, ÷òî ó «âàíüêè-
âñòàíüêè» áûëè (à ìîæåò áûòü, åñòü
êîå-ãäå è ñåé÷àñ) ðîäñòâåííèêè?
«Áûëî êîãäà-òî íà ñâåòå äâàäöàòü
ïÿòü îëîâÿííûõ ñîëäàòèêîâ. Âñå îíè
áûëè ñûíîâüÿìè îäíîé ìàòåðè �
ñòàðîé îëîâÿííîé ëîæêè � è, çíà-
÷èò, ïðèõîäèëèñü äðóã äðóãó ðîäíû-
ìè áðàòüÿìè. Îíè áûëè î÷åíü êðàñè-
âû: ðóæüå íà ïëå÷å, ãðóäü êîëåñîì,
ìóíäèð êðàñíûé ñ ñèíèì. ×óäî, ÷òî
çà ñîëäàòèêè�» Ýòî � ñòîéêèå îëî-
âÿííûå ñîëäàòèêè èç ñêàçêè Àíäåð-
ñåíà. Ïî÷åìó èõ íàçûâàëè «ñòîéêè-
ìè»? Íàâåðíîå, ïîòîìó, ÷òî êàê áû
èõ íè íàêëîíÿëè, îíè âñåãäà âîçâðà-
ùàëèñü â âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå.
Êîãäà îòêðûâàëè êîðîáêó, â êîòî-
ðóþ áûëè óëîæåíû òàêèå ñîëäàòè-
êè, âñå îíè âñêàêèâàëè ñëîâíî ïî
êîìàíäå. Êàæäûé ñîëäàòèê êðåïèë-
ñÿ íà ãëàäêîì ñðåçå ñâèíöîâîé ïîëó-
ñôåðû è ñòîÿë óäèâèòåëüíî óñòîé÷è-
âî.

Ïðèìåð 3. Êàê èçâåñòíî, îäíî-
ðîäíûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (èëè
âûòÿíóòûé ñôåðîèä), ò.å. òåëî âðà-

ùåíèÿ êðèâîé x ab g
2
 + y bb g

2
 = 1

âîêðóã áîëüøîé îñè X a b>b g , íå
ìîæåò ñòîÿòü âåðòèêàëüíî íà ïëîñ-
êîñòè ñòîëà: ðàäèóñ êðèâèçíû â âåð-
øèíå ýëëèïñîèäà, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, ðàäèóñ ñôåðû, êîòîðàÿ àïï-
ðîêñèìèðóåò ôîðìó ïîâåðõíîñòè
òåëà â âåðøèíå, ðàâåí b a2 , â òî
âðåìÿ êàê öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿРис.3
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íà âûñîòå, ðàâíîé à. Êðèòåðèé óñ-
òîé÷èâîñòè (2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Íî
÷òî áóäåò, åñëè ÷óòü-÷óòü èçìåíèòü
ôîðìó ýëëèïñîèäà? Äàòñêèé ìàòå-
ìàòèê Ïèò Õàéí ïðèäóìàë òåëî âðà-
ùåíèÿ êðèâîé

x

a

y

b

F
HG

I
KJ

+
F
HG

I
KJ

=
2 5 2 5

1
, ,

(äëÿ îòðèöàòåëüíûõ õ è ó â ýòîé
ôîðìóëå áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ).
Ïðè óäà÷íîì ïîäáîðå âûñîòû à è
øèðèíû b (íàïðèìåð, 5 è 4 ñì ñîîò-
âåòñòâåííî) òàê íàçûâàåìûé ñóïå-
ðýëëèïñîèä Õàéíà ñòîèò óñòîé÷èâî
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà
ëþáîì èç ñâîèõ ïîëþñîâ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòèì æå ñâîé-
ñòâîì óñòîé÷èâîñòè îáëàäàåò âñÿêîå
îäíîðîäíîå òåëî âðàùåíèÿ êðèâîé
x a

n
b g  + y b

n
b g  = 1 âîêðóã îñè Õ, åñëè

n > 2 è a > b > 0. Ïðè áîëüøèõ n òåëî
ïîõîæå íà öèëèíäð ñ çàêðóãëåííûì
äíîì è âåðõîì � ÷åì íå ïîäõîäÿùàÿ
ìîäåëü êà÷àþùåéñÿ ñêàëû? È ýêñïå-
ðèìåíòèðîâàòü ñ èñêóññòâåííîé ñêà-
ëîé êóäà ëåã÷å, ÷åì ñ íàñòîÿùåé.
Ïðàâäà, âåðíî è òî, ÷òî «ëó÷øå ãîð
ìîãóò áûòü òîëüêî ãîðû�» è ÷òî
î÷åíü èíòåðåñíî ðàñêà÷èâàòü íàñòîÿ-
ùèå êàìåííûå âàëóíû íà ñâåæåì
âîçäóõå â ðóñëå êàêîé-ëèáî ïåðåñîõ-
øåé ãîðíîé ðå÷êè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðî-
áëåìà óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ òåë
� î÷åíü ñòàðàÿ ïðîáëåìà, êîòîðîé
çàíèìàëèñü ó÷åíûå ïðîøåäøèõ ýïîõ.
Òàê, Ý.Òîððè÷åëëè â 1644 ãîäó ñôîð-
ìóëèðîâàë êðèòåðèé óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äâóõ òåë â ïîëå
òÿæåñòè, êîòîðûé Õ.Ãþéãåíñ îáîá-
ùèë íà ñèñòåìó èç íåñêîëüêèõ òåë
(ïðèíöèï Òîððè÷åëëè). Â 1788 ãîäó
Æ.Ëàãðàíæ äîêàçàë òåîðåìó, îïðå-
äåëÿþùóþ äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì; áîëåå ñòðîãîå äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèíàä-
ëåæèò Ï.Äèðèõëå. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Ëàãðàíæà�Äèðèõëå, åñëè ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé
ñèñòåìû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
èìååò ìèíèìóì, òî ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìû óñòîé÷èâîå.

Примечание (о теореме Эйлера)
Â ñòàòüå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà
ñêàëà è îïîðà â îáëàñòè êîíòàêòà èìåëè
ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. Âîîáùå ãîâîðÿ,
êàìíè, äàæå ãëàäêèå, âîâñå íå îáÿçàíû
áûòü øàðàìè èëè èìåòü ñôåðè÷åñêèå
îñíîâàíèÿ. Êàê æå òîãäà ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñêà-
ëû? Çäåñü íàì íà ïîìîùü ïðèäåò ïðî-
ñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ, ñîñòîÿùàÿ â

òîì, ÷òî ëþáóþ ïëîñêóþ ãëàäêóþ êðè-
âóþ â êàêîé-ëèáî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå À
ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåêîòîðîé îê-
ðóæíîñòüþ, ðàäèóñ êîòîðîé íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì êðèâèçíû êðèâîé â òî÷êå À.
Òîãäà çàäà÷à ïðî êà÷àþùóþñÿ ñêàëó,
êîãäà êàìíè íå êðóãëûå, ñâåäåòñÿ îïÿòü
ê èññëåäîâàíèþ ðàâíîâåñèÿ êðóãëûõ òåë.
Èòàê, ïî ïîðÿäêó.

×òîáû êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ðîëü
ôîðìû òåëà â îáëàñòè êîíòàêòà ñ îïîðîé,
îïðåäåëèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü â
ïëîñêîñòè XY äàíà êðèâàÿ l, A � òî÷êà íà
ýòîé êðèâîé, A1 � áëèçêàÿ ê íåé òî÷êà,
òàê ÷òî ∆l  � äëèíà äóãè AA

1, ∆θ  � óãîë
ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê êðèâîé â òî÷êàõ

À è A1 . Îòíîøåíèå 
∆θ

∆l
 íàçûâàåòñÿ ñðåä-

íåé êðèâèçíîé íà ó÷àñòêå AA
1, à ïðåäåë

ýòîãî îòíîøåíèÿ, êîãäà òî÷êà A1  ïðèáëè-

æàåòñÿ ê À, îáîçíà÷àåòñÿ 
1

ρ
A

 è íàçûâà-

åòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷êå À:

1

ρ
A A

l
= lim

∆θ

∆
 ïðè ∆l

A
→ 0 .

Êðèâèçíà èìååò ðàçìåðíîñòü, îáðàòíóþ
äëèíå, à âåëè÷èíà ρ

A  ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû êðèâîé â
òî÷êå À. Îêðóæíîñòü ðàäèóñîì ρ A , ïðî-
âåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó À è ëþáûå äðóãèå
äâå áëèçëåæàùèå ê íåé òî÷êè êðèâîé l,
íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåé îêðóæíîñ-
òüþ, à öåíòð îêðóæíîñòè OA  íàçûâàåòñÿ
öåíòðîì êðèâèçíû êðèâîé l â òî÷êå À.

Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåí-
íîå òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèå êðèâèçíû
ëèíèè ïîçâîëÿåò ñóäèòü êîëè÷åñòâåííî,
ñêîëü ñèëüíî èçîãíóòà êðèâàÿ â çàäàí-
íîé òî÷êå, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîëü
ñèëüíî îíà îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîé ëèíèè.
Ó ïðÿìîé êðèâèçíà ðàâíà íóëþ (∆θ= 0).
Äëÿ îêðóæíîñòè (ðàäèóñîì R) ∆l  =
= R∆θ, ò.å. ýòî êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííûì
ðàäèóñîì êðèâèçíû ρ  = R, à êðèâèçíà
îêðóæíîñòè åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ðà-
äèóñó.

Êàê ïðàâèëî, êðèâèçíà êðèâîé èçìå-
íÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Íàïðèìåð, ó òàê
íàçûâàåìîé ïàðàáîëû Íåéëÿ, îïèñûâàå-
ìîé óðàâíåíèåì ó = x

3 2
 , ðàäèóñ êðèâèç-

íû â òî÷êå õ = 0 ðàâåí 0 è áûñòðî ðàñòåò
ñ óâåëè÷åíèåì õ ïî ôîðìóëå R =

= x x4 9 6
3 2+b g . Ó îáû÷íîé ïàðàáîëû

ó = x
2
    R = 1 4 2

2 3 2

+F
H

I
Kx .

Äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ ïðàâèëàìè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, óêàæåì, ÷òî åñëè êðè-
âàÿ l çàäàíà óðàâíåíèåì ó = y xb g  , òî

1

ρ xb g
 = 

′′

+ ′F
H

I
K

y

y1
2 3 2 , ãäå ′y  è ′′y  � ïåðâàÿ

è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y xb g

ïî õ.
Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ êðèâèçíû ëèíèè

ìîæíî îïðåäåëèòü êðèâèçíó êàêîé-ëèáî
ïîâåðõíîñòè S â äàííîé òî÷êå Ñ. Ïðîâå-

äåì â òî÷êå Ñ êàñàòåëüíóþ ê ïîâåðõíîñ-
òè ïëîñêîñòü Ð. Ëþáàÿ äðóãàÿ ïëîñêîñòü
L, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Ñ è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ïëîñêîñòè Ð, ïåðåñå÷åò ïîâåðõ-
íîñòü S ïî íåêîòîðîé êðèâîé lL , èìåþ-
ùåé â òî÷êå Ñ ðàäèóñ êðèâèçíû R. Ýòà
êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ñå÷åíè-
åì ïîâåðõíîñòè S. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ R
ìîãóò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû
äëÿ ðàçíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé. Íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ R ñðåäè
âñåõ âîçìîæíûõ íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè
ðàäèóñàìè êðèâèçíû R1 è R2  ïîâåðõíî-
ñòè S â òî÷êå C, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ïëîñêîñòè L1  è L2  âñåãäà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû äðóã äðóãó, à êðèâèçíà 1/R ïðî-
èçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç R1  è R2  ïî ôîðìóëå
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ãäå ϕ  � óãîë, îáðàçîâàííûé ðàññìàòðè-
âàåìûì íîðìàëüíûì ñå÷åíèåì ñ ïëîñêî-
ñòüþ L1. Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâà-
íèå òåîðåìû Ýéëåðà, âåðíåå � ýòî åå
ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà.

Òåîðåìà Ýéëåðà óêàçûâàåò ïóòü, êàê
èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ êàìíåé íå-
ïðàâèëüíîé ôîðìû, êîãäà ãëàâíûå ðàäèó-
ñû êðèâèçíû R
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êîíòàêòà íå ðàâíû ïîïàðíî äðóã äðóãó.
Ïîïðîáóéòå òåïåðü, íàïðèìåð, ñôîð-

ìóëèðîâàòü êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñêà-
ëû, êîãäà ñêàëà è îïîðà � âûïóêëûå
âàëóíû íåïðàâèëüíîé ôîðìû.

Óïðàæíåíèÿ

1. Âûâåäèòå óñëîâèå (2), èñïîëüçóÿ
òîò ôàêò, ÷òî â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà
ìèíèìàëüíà.

2. «Âàíüêà-âñòàíüêà» ñòîèò íà âåðøè-
íå íåïîäâèæíîãî øàðà. Ðàäèóñû øàðà è
îñíîâàíèÿ «âàíüêè-âñòàíüêè» îäèíàêî-
âû è ðàâíû r. Ìàêñèìàëüíûé óãîë, íà
êîòîðûé ìîæíî îòêëîíèòü îò âåðòèêàëè
èãðóøêó òàê, ÷òîáû îíà íå óïàëà ñ øàðà,
ðàâåí α

0  (ïðîñêàëüçûâàíèÿ íåò). Íàé-
äèòå, ãäå ðàñïîëîæåí öåíòð òÿæåñòè
«âàíüêè-âñòàíüêè».

3. Ïîëóøàðèå ðàäèóñîì r ñòîèò óñòîé-
÷èâî íà íåïîäâèæíîì øàðå ðàäèóñîì R,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r < 0,6R. Ãäå
ðàñïîëîæåí öåíòð òÿæåñòè ïîëóøàðèÿ?

4. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2) ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî äâèæåíèå êàìíÿ � ýòî êà÷å-
íèå ïî ïîâåðõíîñòè îïîðû. Äîïóñòèì,
÷òî òðåíèå óìåíüøèëîñü íàñòîëüêî, ÷òî
êà÷åíèå ñòàëî ñîïðîâîæäàòüñÿ ïðîñêàëü-
çûâàíèåì. Êàê ýòî îòðàçèòñÿ íà óñòîé÷è-
âîñòè ðàâíîâåñèÿ êàìíÿ?

5. Âîçìîæíî ëè îïðîêèíóòü êà÷àþùó-
þñÿ ñêàëó?
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