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Возвращающая сила
и частота колебаний

системы
Ï.ÕÀÄÆÈ, Ë.ÃËÀÇÎÂÀ, Â.ËÈ×ÌÀÍ
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КÀÊ  ÈÇÂÅÑÒÍÎ,  ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ
÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ êî-

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæíî âû÷èñëÿòü
ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè. Íî ýòî íå åäèíñòâåííûé ìåòîä,
ïðèâîäÿùèé ê óñïåõó. Â ðÿäå ñëó÷àåâ
áîëåå ïðèåìëåìûì ìîæåò îêàçàòüñÿ
äðóãîé ìåòîä � ñ èñïîëüçîâàíèåì âîç-
âðàùàþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà êî-
ëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Èäåÿ çäåñü ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïðîñòåéøèå ìàëûå ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ ïîä äåéñòâè-
åì óïðóãîé ñèëû, ò.å. ñèëû, âåëè÷èíà
êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ
õ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: F = kx,
ãäå k � òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò
óïðóãîñòè (æåñòêîñòü) ñèñòåìû, è íà-
ïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ íàïðàâëåíèþ ñìåùåíèÿ. Îäíàêî
÷àñòî, ðàññìàòðèâàÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ
áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì, óäàåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòü âîçâðàùàþùóþ ñèëó â âèäå F
= kx, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíîé ñìåùå-
íèþ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èìåþ-
ùåé âèä êâàçèóïðóãîé ñèëû ñ êîýôôè-
öèåíòîì k, âåëè÷èíà êîòîðîãî çàâèñèò
îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Çíàÿ êîýôôè-
öèåíò k è ìàññó m êîëåáëþùåãîñÿ
òåëà, ëåãêî íàéòè ÷àñòîòó ω  ñîáñòâåí-
íûõ ñèñòåì, ïîëüçóÿñü õîðîøî èçâåñ-
òíîé ôîðìóëîé

ω = k
m

.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ
ïðèìåðîâ.

Колебания заряженного
шарика вдоль вертикальной

направляющей

Ïóñòü âäîëü íåïðîâîäÿùåé âåðòèêàëü-
íîé íàïðàâëÿþùåé ìîæåò äâèãàòüñÿ
áåç òðåíèÿ ìàëåíüêèé (òî÷å÷íûé) øà-
ðèê ìàññîé m, íåñóùèé çàðÿä q. Â
íèæíåì êîíöå íàïðàâëÿþùåé íåïîä-
âèæíî çàêðåïëåí âòîðîé øàðèê, èìå-
þùèé çàðÿä Q (ðèñ.1). Îïðåäåëèì

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ïåðâîãî øà-
ðèêà âäîëü íàïðàâëÿþùåé.

Ñëó÷àé, êîãäà çàðÿäû q è Q ÿâëÿþò-
ñÿ ðàçíîèìåííûìè, íå ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñà, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü çàðÿ-
äû îäíîèìåííûìè. Íà ïîäâèæíûé
øàðèê äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg

→
,

íàïðàâëåííàÿ âíèç, è ñèëà ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Fý

→
 ñî ñòî-

ðîíû íèæíåãî øàðèêà, íàïðàâëåííàÿ
âåðòèêàëüíî ââåðõ (ñì. ðèñ.1,à). Ïî-
âèäèìîìó, ïîä äåéñòâèåì ýòèõ ñèë
øàðèê ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâå-
ñèè. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä

F mgý = .

Íàéäåì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîä-
âèæíîãî øàðèêà, îòñ÷èòûâàÿ ðàññòîÿ-
íèå x0  îò íèæíåãî øàðèêà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàêîíîì Êóëîíà ñèëà ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ðàâíà

F qQ  xý = 4 0 0
2πεe j .

Òîãäà èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷à-
åì

x Qq mg0 04= πεc h .

Êàê âèäíî, x0  òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
âåëè÷èíû çàðÿäîâ Q è q è ÷åì ìåíüøå
ìàññà ïîäâèæíîãî øàðèêà m.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàâíîâåñèå
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Â ñàìîì äåëå,
ïðè ñìåùåíèè øàðèêà âíèç ñèëà ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ âîçðàñ-
òàåò, òàê êàê óìåíüøàåòñÿ ðàññòîÿíèå
ìåæäó øàðèêàìè, à ñèëà òÿæåñòè íå
èçìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîç-
âðàùàþùàÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,
ò.å. ïðîòèâ ñìåùåíèÿ. Åñëè æå øàðèê
ñìåñòèòü ââåðõ, òî ñèëà îòòàëêèâàíèÿ
óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó âîçíèêàåò âîç-
âðàùàþùàÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âíèç.

Òàêèì îáðàçîì, øàðèê, âûâåäåííûé
èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðåäîñòàâ-
ëåííûé ñàìîìó ñåáå, áóäåò ñîâåðøàòü
êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Îïðåäåëèì ÷àñòîòó ω ýòèõ
êîëåáàíèé, ñ÷èòàÿ èõ ìàëûìè. Êðèòå-
ðèåì ìàëîñòè êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ìà-
ëîñòü ñìåùåíèÿ õ îòíîñèòåëüíî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ õà-
ðàêòåðíîé äëèíîé â ñèñòåìå, êàêîé
ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå x0 :

x x? 0 .

Ñìåñòèì ïîäâèæíûé øàðèê, íàïðè-
ìåð âíèç, íà ðàññòîÿíèå õ (ñì. ðèñ.1,á).
Â ýòîì ñëó÷àå íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà
îòòàëêèâàíèÿ ′

→
Fý , êîòîðàÿ ïî âåëè÷è-

íå áîëüøå Fý , è íåèçìåííàÿ ñèëà òÿæå-
ñòè mg

→
, ïîýòîìó âîçâðàùàþùàÿ ñèëà,

ðàâíàÿ ðàçíîñòè ñèë îòòàëêèâàíèÿ è
òÿæåñòè, áóäåò ðàâíà

F
qQ

x x
mg=

−
−

1

4 0 0

2πε c h
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ðàñ-
ïèñûâàÿ â ÷èñëèòåëå êâàäðàò ðàçíî-
ñòè, ïîëó÷àåì

F
qQ mg x x x x

x x
=

− − +

−

4 20 0
2

0
2

0

2

πεc h e j

c h
.

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ÷èñëèòåëå äàþò â
ñóììå òî÷íûé íîëü, à ÷åòâåðòûì ñëà-
ãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ òðåòüèì. Êðîìå òîãî, â çíàìåíà-
òåëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü õ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ x0 . Òîãäà îñòàåòñÿ

F
mg

x
x= ⋅

2

0

.

Âûðàæåíèå äëÿ âîçâðàùàþùåé ñèëû
F èìååò òàêîé æå âèä, ÷òî è âûðàæåíèå
äëÿ óïðóãîé ñèëû, ãäå ðîëü êîýôôè-
öèåíòà «óïðóãîñòè» èãðàåò âåëè÷èíà

k
mg

x
mg

mg

qQ
= =

2
4

0

0πε
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ÷àñòîòû ìà-
ëûõ êîëåáàíèé, íàõîäèì

ω
πε

= 2 0g
mg

qQ
.

F
ýF

ý

mg

mg
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×àñòîòà êîëåáàíèé çàðÿæåííîãî øà-
ðèêà òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå âåëè-
÷èíû çàðÿäîâ è ÷åì ìåíüøå ìàññà
øàðèêà.

Колебания заряженного шарика
в поле двух других точечных

зарядов

Ðàññìîòðèì äâà ìàëåíüêèõ øàðèêà ñ
çàðÿäàìè q1 è q2 , çàêðåïëåííûå â
òî÷êàõ À è Â íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò
äðóãà (ðèñ.2). Âäîëü íàïðàâëÿþùåé,
ñîåäèíÿþùåé îáà øàðèêà, ìîæåò äâè-
ãàòüñÿ áåç òðåíèÿ òðåòèé øàðèê ìàññîé

m è çàðÿäîì q. Ïðåäïîëàãàÿ âñå çàðÿ-
äû îäíîèìåííûìè, îïðåäåëèì ÷àñòîòó
êîëåáàíèé ñðåäíåãî øàðèêà.

Òàê êàê âñå çàðÿäû îäíîèìåííûå, íà
ñðåäíèé (ïîäâèæíûé) øàðèê áóäóò
äåéñòâîâàòü ñèëû îòòàëêèâàíèÿ F1

→
 è

F2

→
 ñî ñòîðîíû çàðÿäîâ q1 è q2  ñîîòâåò-

ñòâåííî, íàïðàâëåííûå â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû (ñì. ðèñ.2,à). Ïî-
âèäèìîìó, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî
òàêîå ðàñïîëîæåíèå ñðåäíåãî øàðèêà,
êîãäà îáå ñèëû ðàâíû ïî âåëè÷èíå è
êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Òî÷êà, â
êîòîðîé ïðè ýòîì ðàñïîëàãàåòñÿ ñðåä-
íèé øàðèê, è áóäåò ïîëîæåíèåì ðàâ-
íîâåñèÿ.

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðàâíîâå-
ñèå óñòîé÷èâûì. Äëÿ ýòîãî áóäåì ñìå-
ùàòü øàðèê îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè
íåáîëüøîì ñìåùåíèè âëåâî (ñì.

ðèñ.2,á) ñèëà îòòàëêèâàíèÿ ′
→
F1  ñî ñòî-

ðîíû çàðÿäà q1 âîçðàñòàåò, òàê êàê
ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè q1 è q2

óìåíüøàåòñÿ, à ñèëà îòòàëêèâàíèÿ ′
→
F2

ñî ñòîðîíû çàðÿäà q2  óìåíüøàåòñÿ,
ïîýòîìó âîçíèêàåò äåéñòâóþùàÿ íà
ñðåäíèé øàðèê ðàçíîñòü ñèë, íàïðàâ-
ëåííàÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè
îòïóñòèòü øàðèê, òî îí íà÷íåò ïåðå-
ìåùàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò è ïðè ñìåùåíèè øàðèêà
âïðàâî.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïðè ïðîäîëüíûõ ñìåùåíèÿõ øàðè-
êà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ âñåãäà âîçíèêàåò âîçâðàùàþùàÿ

ñèëà, íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó, ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ñìåùåíèþ. Åñëè øàðèê
ïðåäîñòàâèòü ñàìîìó ñåáå, òî îí áóäåò
ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ âäîëü íàïðàâëÿ-
þùåé. Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ x0 , îòñ÷èòûâàÿ åãî îò òî÷êè À.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ çàêîíà
Êóëîíà çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

qq

x

qq

l x

1

0 0
2

2

0 0

24 4πε πε
=

−c h
,

îòêóäà íàéäåì

x
l

q q
0

2 11
=

+e j
.

Âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå x0  îò òî÷êè À
äî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäâèæíîãî
øàðèêà ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ
l ìåæäó äâóìÿ êðàéíèìè (çàêðåïëåí-
íûìè) øàðèêàìè è çàâèñèò òîëüêî îò
îòíîøåíèÿ âåëè÷èí çàðÿäîâ q q2 1  ýòèõ
øàðèêîâ.

Íàéäåì òåïåðü ÷àñòîòó ìàëûõ êîëå-
áàíèé ñðåäíåãî øàðèêà. Ïîä ìàëûìè
áóäåì ïîíèìàòü òàêèå êîëåáàíèÿ, ïðè
êîòîðûõ ñìåùåíèå èç ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ íàìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî
ðàññòîÿíèÿ â ñèñòåìå. Â êà÷åñòâå òà-
êîâîãî çäåñü ñëåäóåò ïðèíÿòü x0  ëèáî
l � x0  (ìåíüøåå èç íèõ). Òàêèì îáðà-
çîì, êðèòåðèé ìàëîñòè êîëåáàíèé èìå-
åò âèä

x x? 0 , l � x0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäâèæíûé øàðèê
ñìåñòèëñÿ âëåâî íà ðàññòîÿíèå õ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ.2,á).
Òîãäà ñèëû îòòàëêèâàíèÿ ñî ñòîðîíû
çàðÿäîâ q1 è q2  áóäóò ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî

′ =
−

F
qq

x x
1

0

1

0

2

1

4πε c h
è

′ =
− +

F
qq

l x x
2

0

2

0

2

1

4πε c h
,

à âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ èõ ðàç-
íîñòè è íàïðàâëåííàÿ ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ, áóäåò ðàâíà

F
q q

x x

q

l x x
=

−
−

− +

F

H
G
G

I

K
J
J4 0

1

0

2
2

0

2πε c h c h
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ íå âèäíî, ÷òî
âîçâðàùàþùàÿ ñèëà èìååò êâàçèóïðó-
ãèé õàðàêòåð, òåì íå ìåíåå ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ îòêëîíåíèÿ õ (â ðàìêàõ
êðèòåðèÿ ìàëîñòè) îíà äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ êâàçèóïðóãîé. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ýòî ïîêàçàòü, ïðèâåäåì âûðàæåíèå
äëÿ F ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ðàñïè-
øåì ïîäðîáíåå âûðàæåíèå â ÷èñëèòå-
ëå, âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ðàâíîâå-
ñèÿ è êðèòåðèåì ìàëîñòè êîëåáàíèé. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F
q q q

q q l
x=

+
⋅

1 2

4

0 1 2
32

e j
πε

.

Ýòà ôîðìóëà óæå ïîõîæà íà âûðàæå-
íèå äëÿ êâàçèóïðóãîé ñèëû. Êîýôôè-
öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïåðåä õ
âûïîëíÿåò ðîëü êîýôôèöèåíòà «óïðó-
ãîñòè» k. Òîãäà äëÿ ÷àñòîòû ìàëûõ
êîëåáàíèé íàõîäèì
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×àñòîòà êîëåáàíèé ñèììåòðè÷íî, íî
ñëîæíûì îáðàçîì, çàâèñèò îò âåëè÷èí
çàðÿäîâ q1 è q2 .

Колебания шара в жидкости

Îïðåäåëèì ÷àñòîòó ìàëûõ âåðòèêàëü-
íûõ êîëåáàíèé øàðà, ïîãðóæåííîãî â
æèäêîñòü (ðèñ.3), ïðåíåáðåãàÿ ñîïðî-
òèâëåíèåì æèäêîñòè.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà øàð
äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg

→

è âûòàëêèâàþùàÿ, èëè àðõèìåäîâà,
ñèëà FA

→
 ñî ñòîðîíû æèäêîñòè (ñì.

ðèñ.3,à). Îíè ðàâíû ïî âåëè÷èíå è
ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ. Â
ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü óñëî-
âèå ðàâíîâåñèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

mg F= A .

Ïîñêîëüêó

m R= 4 3
3πρ

è

F gH R HA = −πρ1
2 3 3b g ,

ãäå ρ  � ïëîòíîñòü øàðà è ρ1 � ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè, ïîëó÷àåì

4 3
3

1
2ρ ρR H R H= −b g .

Îòñþäà ïðè çàäàííûõ R è Í ìîæíî
îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé
ρ ρ1 .

Âûâåäåì øàð èç ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, äîïîëíèòåëüíî ïîãðóçèâ åãî â
æèäêîñòü íà ãëóáèíó õ (ñì. ðèñ.3,á).
Â ýòîì ñëó÷àå âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâ-
íîâåñíîé, çà ñ÷åò ÷åãî âîçíèêàåò
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âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ

F F mg= ′ −A .

Òàê êàê ïîëíàÿ ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ
øàðîâîãî ñåãìåíòà òåïåðü ðàâíà Í + õ,
òî

′ = + − −F H x R H xA πρ1
2 3 3b g b g ,

è

F =
=πρ1

22 1 3gx H R H R H x x− + − −b g b ge j.
Êðèòåðèåì ìàëîñòè êîëåáàíèé çäåñü
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x H? . Òîãäà
âòîðûì è òðåòüèì ñëàãàåìûìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü â ñèëó èõ ìàëîñòè, è äëÿ
âîçâðàùàþùåé ñèëû ïîëó÷àåì

F gH R H x= − ⋅πρ1 2b g .

Êàê âèäíî, âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ èç ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ õ è, êàê îòìå÷àëîñü,
íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ýòîìó ñìåùåíèþ. Ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû øàð ñîâåðøàåò êîëåáàòåëü-
íîå äâèæåíèå: òî ïîãðóæàÿñü, òî âñïëû-
âàÿ. Êîýôôèöèåíò ïåðåä õ èãðàåò ðîëü
êîýôôèöèåíòà «óïðóãîñòè» k, ïîýòî-
ìó ÷àñòîòà êîëåáàíèé øàðà â æèäêî-
ñòè áóäåò ðàâíà

ω =
−
−

3
2

3

R H

R H

g

H
.

×àñòîòà êîëåáàíèé ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàäèóñîì øàðà è ãëóáèíîé åãî
ïîãðóæåíèÿ â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ. Â
ïðèíöèïå ìîæíî âûðàçèòü ÷àñòîòó
êîëåáàíèé è ÷åðåç îòíîøåíèå ïëîòíî-
ñòåé ρ  è ρ1.

Комбинированный маятник

Ïðåäñòàâèì ñåáå æåñòêèé íåâåñîìûé
ñòåðæåíü äëèíîé L, ê íèæíåìó êîíöó
êîòîðîãî ïîäâåøåíî òî÷å÷íîå òåëî

ìàññîé m, à íà ðàññòîÿíèè l îò îñè
âðàùåíèÿ ê ñòðåæíþ ïðèêðåïëåíà ïðó-
æèíêà ñ êîýôôèöèåíòîì óïðóãîñòè k,
êîòîðàÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ìà-
ÿòíèêà íå äåôîðìèðîâàíà (ðèñ.4). Îï-
ðåäåëèì ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé òà-
êîãî ìàÿòíèêà.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòåðæåíü
ìàÿòíèêà ðàñïîëàãàåòñÿ âäîëü âåðòè-
êàëè (ñì. ðèñ.4,à). Îòêëîíèì ñòåð-
æåíü îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè íà íå-
áîëüøîé óãîë ϕ , òàêîé, ÷òî ϕ?1 (êðè-
òåðèé ìàëûõ êîëåáàíèé). Â ýòîì ïîëî-
æåíèè íà ãðóçèê ìàÿòíèêà äåéñòâóåò
ñèëà òÿæåñòè mg

→
, íàïðàâëåííàÿ âíèç,

à íà ñòåðæåíü â òî÷êå êðåïëåíèÿ ïðó-
æèíêè äåéñòâóåò ñèëà óïðóãîñòè, ðàâ-
íàÿ F2 = kx1, ãäå x1  = ϕl � ëèíåéíîå
ñìåùåíèå ýòîé òî÷êè ñòðåæíÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ñèëà F2

→
 íà-

ïðàâëåíà ïðàêòè÷åñêè ãîðèçîíòàëüíî.
Âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íåïîñðåäñòâåííî íà ãðóçèê, íàïðàâëå-
íà ïî êàñàòåëüíîé ê åãî òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ (îêðóæíîñòè) è îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

F mg mg mgx L1 = ≈ =sin ϕ ϕ ,

ãäå õ � ñìåùåíèå ãðóçèêà âäîëü äóãè
îêðóæíîñòè. Èç ðèñóíêà 4,á âèäíî,
÷òî x x1  = l L .

Ïîñêîëüêó ñèëû F1

→
 è F2

→
 ïðèëîæå-

íû ê ðàçíûì òî÷êàì ñèñòåìû, ÿñíî,
÷òî íè îäíà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëü-
òèðóþùåé âîçâðàùàþùåé ñèëîé. ×òî-
áû îïðåäåëèòü ýòó ñèëó, ïîñòóïèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéäåì ïîëíûé
ìîìåíò ñèë Ì, äåéñòâóþùèé íà ñèñòå-
ìó è âîçâðàùàþùèé åå â ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ:

M F L F l= + =1 2 mgx L L klx L lb g b g+ .

Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî ýòîò ìîìåíò ñèë
äåéñòâóåò íåïîñðåäñòâåííî íà êîëåá-
ëþùèéñÿ ãðóçèê ìàÿòíèêà, íàéäåì
ðåçóëüòèðóþùóþ âîçâðàùàþùóþ ñèëó
F, äåëÿ ìîìåíò ñèë Ì íà ïëå÷î ýòîé
ñèëû L:

F
mg

L

kl

L
x= +

F

H
GG

I

K
JJ ⋅

2

2 .

Ðîëü êîýôôèöèåíòà óïðóãîñòè çäåñü
èãðàåò âåñü ìíîæèòåëü â ñêîáêàõ ïå-
ðåä õ, ïîýòîìó äëÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé
íàõîäèì

ω = +
g

L

k

m

l

L

2

2 .

Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé êîìáè-
íèðîâàííîãî ìàÿòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ãåîìåòðèåé ìàÿòíèêà, ò.å. äëèíà-
ìè L è l, òàê è ìàññîé ãðóçèêà m. Åñëè
ïîëîæèòü k = 0 (ïðóæèíêà îòñóòñòâó-
åò) ëèáî l = 0 (ïðóæèíêà ïðèêðåïëåíà
ê îñè ìàÿòíèêà è íå äåéñòâóåò íà
ñòåðæåíü), òî ïîëó÷àåì èçâåñòíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ω  = g L .
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