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Периодические
дроби

Ë . Ñ Å Ì ¨ Í Î Â À

Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

К ÀÊ  ÂÛ  ÇÍÀÅÒÅ, ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÀß
äðîáü � ýòî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå

èç öåëîãî êîëè÷åñòâà äîëåé åäèíèöû.

Äðîáü çàïèñûâàþò â âèäå 
m
n

 èëè m/n,
ãäå ÷èñëèòåëü m � öåëîå ÷èñëî, à
çíàìåíàòåëü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðîáè m/n íàäî ðàçäå-
ëèòü åäèíèöó íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è
âçÿòü m òàêèõ ÷àñòåé. Âåëè÷èíà äðîáè
íå èçìåíèòñÿ, åñëè åå ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü óìíîæèòü íà îäíî è òî æå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Áëàãîäàðÿ ýòîìó
ëþáûå äâå äðîáè k/l è m/n ìîæíî
ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ln,
çàìåíèâ èõ íà kn/(ln) è ml/(ln).

Åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðî-
áè èìåþò îòëè÷íûé îò åäèíèöû îáùèé
äåëèòåëü, òî äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü �
ðàçäåëèòü íà íåãî ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü. Âñëåäñòâèå ýòîãî âñÿêóþ äðîáü
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íåñîêðàòèìîì
âèäå, ò. å. â âèäå äðîáè, ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü êîòîðîé � âçàèìíî ïðî-
ñòûå ÷èñëà 1 . Íàïðèìåð, 120/344 �

ñîêðàòèìàÿ äðîáü (
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), à 15/43 � ðàâíàÿ åé íåñîêðàòè-

ìàÿ äðîáü.
Äðîáü m/n íàçûâàþò ïðàâèëüíîé,

åñëè 0 ≤  m < n. Âñÿêóþ äðîáü ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû öåëîãî ÷èñëà [m/n] (öå-
ëîé ÷àñòè äðîáè m/n) è ïðàâèëüíîé
äðîáè {m/n} (äðîáíîé ÷àñòè). Íàïðè-
ìåð,
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Ñóììó è ðàçíîñòü äðîáåé ñ îäèíàêî-
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êè è ïÿòåðêè, òî ïîëó÷èòñÿ � êîíå÷íàÿ
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. Íàïðèìåð,
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Õîòÿ ÷èñëî 35 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì ñòåïåíåé äâîéêè è ïÿòåðêè, ñî-
êðàòèìàÿ äðîáü  7/35 ïðåäñòàâèìà â
âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè:

7/35 = 1/5 = 0,2.

Íî åñëè äðîáü m/n íåñîêðàòèìà è ïðè
ýòîì õîòÿ áû îäèí èç ïðîñòûõ äåëèòå-
ëåé ÷èñëà n îòëè÷åí îò 2 è 5, òî m/n
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé
äåñÿòè÷íîé äðîáè 3 .

Ïåðåâîäèòü äðîáè èç îáûêíîâåííûõ
â äåñÿòè÷íûå ìîæíî äåëåíèåì «óãîë-
êîì». Íàïðèìåð, ðàçäåëèì 3 íà 7:

Öåëàÿ ÷àñòü ðàâíà 0. ×òîáû ïîëó÷èòü
ïåðâóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé, ðàçäå-
ëèì 30 íà 7. Ïîëó÷èì ÷àñòíîå 4 è
îñòàòîê 2. Ðàçäåëèâ 20 íà 7, ïîëó÷àåì
÷àñòíîå 2 è îñòàòîê 6. Ñëåäóþùèé øàã
� äåëåíèå 60 íà 7 � äàåò ÷àñòíîå 8 è
îñòàòîê 4. Äàëåå,

40 = 5 ⋅ 7 + 5,

50 = 7 ⋅ 7 + 1,

10 = 1 ⋅ 7 + 3.

Ìû âåðíóëèñü ê çàäà÷å äåëåíèÿ 3 íà 7;
ïðîèçîøëî çàöèêëèâàíèå: åñëè ïðî-
äîëæèì äåëåíèå, òî îïÿòü ïîëó÷èì

×òîáû ñëîæèòü èëè âû÷åñòü äðîáè
k/l è m/n ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè,
èõ ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâîäÿò ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ. Îáû÷íî â êà÷åñòâå íåãî
áåðóò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
ÍÎÊ[l,n] ÷èñåë l è n.

Íèäåðëàíäñêèé ó÷åíûé è èíæåíåð
Ñèìîí Ñòåâèí (1548�1620) ïðåäëî-
æèë èñïîëüçîâàòü äåñÿòè÷íûå äðîáè,
ò.å. äðîáè, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ �
ñòåïåíè ÷èñëà 10. Ñêëàäûâàòü, âû÷è-
òàòü è ñðàâíèâàòü 2  èõ ëåã÷å, ÷åì îáûê-
íîâåííûå äðîáè. Äåñÿòè÷íûå äðîáè
îáû÷íî ïèøóò áåç çíàìåíàòåëÿ, íà-

ïðèìåð, 
5481475

10000
 = 548,1475 è 

23

1000
 =

= 0,023.
Èçâåñòíî âàì è òî, ÷òî ðàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî (îáûêíîâåííàÿ äðîáü) � ýòî
ïåðèîäè÷åñêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, à
èððàöèîíàëüíîå � íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
Íî äàëåêî íå êàæäûé ìîæåò îáúÿñ-
íèòü, ïî÷åìó ýòî òàê. À óæ íà âîïðîñû:
«Êàêîâà äëèíà ïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äðîáè 1 77 ? Êàêîé ìî-
æåò áûòü äëèíà ïåðèîäà ñóììû äâóõ
áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷åñ-
êèõ äðîáåé, äëèíû ïåðèîäîâ êîòîðûõ
ðàâíû 6 è 12?» � îòâåòÿò î÷åíü è î÷åíü
íåìíîãèå.

Ýòà ñòàòüÿ � îáñòîÿòåëüíûé ðàñ-
ñêàç î ñâÿçè ìåæäó îáûêíîâåííûìè
è ïåðèîäè÷åñêèìè äåñÿòè÷íûìè äðî-
áÿìè. Ìû íàó÷èìñÿ ðåøàòü íåêîòî-
ðûå âåñüìà íåïðîñòûå çàäà÷è è äîêà-
æåì îäíó èç âàæíåéøèõ òåîðåì àðèô-
ìåòèêè � òåîðåìó Ýéëåðà (è åå ÷àñò-
íûé ñëó÷àé � ìàëóþ òåîðåìó Ôåð-
ìà). Íî íå áóäåì òîðîïèòüñÿ, à ðàç-
áåðåì âñå ïî ïîðÿäêó.

От обыкновенной дроби –
к десятичной

Êàê çàïèñàòü îáûêíîâåííóþ äðîáü
m/n â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?
Åñëè n � ñòåïåíü äâîéêè, ñòåïåíü ïÿ-
òåðêè èëè ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé äâîé-

1 ×èñëà m è n íàçûâàþò âçàèìíî ïðî-
ñòûìè, åñëè åäèíñòâåííûì èõ îáùèì äå-
ëèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1, ò.å. åñëè ÷èñëî
m íå äåëèòñÿ íè íà îäèí èç ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n.

2 Ýòî î÷åíü âàæíî äëÿ ïðàêòèêè: äåñÿ-
òè÷íûå äðîáè ãîðàçäî ëåã÷å ñðàâíèâàòü
ìåæäó ñîáîé, ÷åì îáûêíîâåííûå!

3    7

0    0,4285714

30

28

 20

 14

  60

  56

   40

   35

    50

    49

     10

      7

      30

      28
�

�

�

�

�

�

�

�

�

3 Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m/n = a/10b , òî

10bm = an; ðàññìîòðåâ ëþáîé îòëè÷íûé
îò 2 è 5 ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà n,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: an êðàòíî p, à

ðàâíîå åìó ÷èñëî 10bm � íå êðàòíî.

7 Êâàíò ¹2
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÷àñòíîå 4 è îñòàòîê 2, çàòåì áóäåì
äåëèòü 20 íà 7, è òàê äàëåå:

3
7

 = 0,428571428571428571...

Îáû÷íî ýòîò ðåçóëüòàò çàïèñûâàþò
êîðî÷å:

3
7

 = 0,(428571),

ò.å. çàêëþ÷àþò ïîâòîðÿþùóþñÿ ãðóï-
ïó öèôð â ñêîáêè è ãîâîðÿò: «428571 â
ïåðèîäå»4 .

Åñëè ïîâòîðÿþùàÿñÿ ãðóïïà öèôð
(ïåðèîä) ðàñïîëîæåíà íåïîñðåäñòâåí-
íî ïîñëå çàïÿòîé, òî òàêóþ äåñÿòè÷-
íóþ äðîáü íàçûâàþò ÷èñòî ïåðèîäè-
÷åñêîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî äðîáü èìååò ïðåäïåðèîä è íàçûâà-
þò åå ñìåøàííîé ïåðèîäè÷åñêîé.

Òåîðåìà 1. Äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äðîáè m/n, ãäå m, n � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà, m < n,� ïåðèîäè÷åñêàÿ
äðîáü, äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò n � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü
ïåðâóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé, ìû ïðè-
ïèñûâàåì ê m íóëü (ò.å. óìíîæàåì m
íà 10) è äåëèì (ñ îñòàòêîì) ïîëó÷åí-
íîå ÷èñëî íà n. Âîîáùå âåñü ïðîöåññ
äåëåíèÿ óãîëêîì � ïîâòîðÿåìîå âíîâü
è âíîâü óìíîæåíèå î÷åðåäíîãî îñòàòêà
íà 10 è äåëåíèå (ñ îñòàòêîì) íà n.

Åñëè íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷èòñÿ
íóëåâîé îñòàòîê, òî äðîáü � êîíå÷íàÿ.
Êîíå÷íóþ äðîáü, ïðèïèñàâ ê íåé ñïðà-
âà áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, åñòåñòâåí-
íî ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì
äëèíû 1. Ïî óñëîâèþ, 1 ≤  n � 1, òàê
÷òî â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû âûïîëíåíî.

Åñëè æå ïðîöåññ äåëåíèÿ íèêîãäà íå
çàêîí÷èòñÿ, òî áóäóò ïîëó÷àòüñÿ òîëü-
êî íåíóëåâûå îñòàòêè, ò.å. ÷èñëà îò 1
äî n � 1. Çíà÷èò, íå ïîçæå ÷åì íà n-ì
øàãå îñòàòîê ïîâòîðèòñÿ. Ñ ýòîãî ìî-
ìåíòà ïðîöåññ äåëåíèÿ çàöèêëèòñÿ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèÿ

1. Óáåäèòåñü,  ÷òî  à) 1/3 = 0,(3);
á) 1/6 = 0,1(6); â) 7/30 = 0,2(3);
ã) 7/11 = 0,(63).

2. Íàéäèòå ñîòóþ öèôðó ïîñëå çàïÿ-
òîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 1/7.

3. Ðàçäåëèòå «óãîëêîì» ÷èñëî 1 íà
à) 9; á) 99; â) 9999999. ã) Äîêàæèòå
îáùåå ïðàâèëî:  1 99 9/ K

123

n

 = 0,00 01
1

...
n−
123

.

4. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâà à) 0,(6) +
+ 0,(5) = 1,(2); á) 0,(845) + 0,(49) =
= 1,(340795); â) 2,70(584) + 6,917(49) =
= 9,623(340795).

От периодической
десятичной дроби –

к обыкновенной

Ïóñòü

x = 0,11111...

Òîãäà

10x = 1,1111...,

îòêóäà

1 0 x  =  1  +  x ,

ò.å. x = 1/9. Ìû ïîëó÷èëè çàìå÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò:

0,11111... = 1/9.

Ýòî ðàâåíñòâî íå ïðèáëèæåííîå, à
òî÷íîå: áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ ïåðè-
îäè÷åñêàÿ äðîáü 0,(1) ÿâëÿåòñÿ â òî÷-
íîñòè òåì æå ñàìûì ÷èñëîì, ÷òî è
îáûêíîâåííàÿ äðîáü 1/9. (Ìåæäó
ïðî÷èì, ðàâåíñòâî 0,999... = 1 òîæå
àáñîëþòíî òî÷íîå!)

Äàëåå, ïóñòü

y = 0,17331733173317331733...

Òîãäà

10000y = 1733,1733173317331733...,

îòêóäà

10000y =

= 1733 + 0,1733173317331733... =

= 1733 + y.

Èç óðàâíåíèÿ

10000y = 1733 + y

íàõîäèì

9999y = 1733, ò.å. y = 1733/9999.

Åñëè ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ íå äëÿ
÷àñòíûõ ïðèìåðîâ, êàê ýòî ñäåëàëè
ìû, à â îáùåì âèäå, òî ìîæíî óñòàíî-
âèòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

×èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ
äðîáü ðàâíà òàêîé îáûêíîâåííîé äðî-
áè, â ÷èñëèòåëå êîòîðîé � ïåðèîä, à â
çíàìåíàòåëå � ÷èñëî 10r  � 1 = 9 9

r

K; ,

ãäå r � äëèíà ïåðèîäà.

Óïðàæíåíèÿ

5. Îáðàòèòå â äåñÿòè÷íûå äðîáè ÷èñëà
à) 23/99; á) 1234/999999.

6. Îáðàòèòå â îáûêíîâåííûå äðîáè
÷èñëà à) 0,(012); á) 3,1(3); â) 1,93(173).

7. Ñóììà (ïðîèçâåäåíèå, ðàçíîñòü)
äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé
� ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü. Äîêàæèòå ýòî.

8. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ íåïå-
ðèîäè÷åñêàÿ äðîáü. Äîêàæèòå, ÷òî åå
öèôðû ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òî ïîëó-
÷èòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.

Предпериод

Åñëè äåëèòü «óãîëêîì» 3 íà 14, òî
çàöèêëèâàíèå ïðîèçîéäåò íå ñðàçó:

3/14 = 0,2(142857).

Ïåðèîä, çàìåòèì, òàêîé æå, êàê ó
äðîáè 1/7. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü:

3
14

30
14

10
15
7

10 2
1
7

10= = = +F
HG

I
KJ: : : ,

à äåëèòü íà 10 î÷åíü ëåãêî � äîñòàòî÷-
íî ïåðåíåñòè çàïÿòóþ íà îäíó ïîçè-
öèþ.

Â îáùåì ñëó÷àå âûäåëèì â çíàìåíà-
òåëå ñòåïåíè äâîéêè è ïÿòåðêè, ò. å.

çàïèøåì äðîáü â âèäå m k
a b

2 5e j , ãäå
a, b � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, k
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå êðàòíîå íè 2,
íè 5. Îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
a, b áóêâîé c è âûïîëíèì ïðåîáðàçîâà-
íèå:

m

k

m

k
a b

c c

a b

c

2 5

2 5

2 5
10=

⋅ ⋅
=:

= 
m

k

c a c b
c⋅ − −

2 5
10: .

Çíà÷èò, äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î äëè-
íàõ ïåðèîäîâ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé äîñ-
òàòî÷íî èçó÷èòü äðîáè ñî çíàìåíàòå-
ëÿìè, íå êðàòíûìè íè 2, íè 5 (ò.å. ñî
çíàìåíàòåëÿìè, âçàèìíî ïðîñòûìè ñ
÷èñëîì 10).

Óïðàæíåíèÿ

9. Çíàÿ, ÷òî 1/13 = 0,(076923), çàïè-
øèòå â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè áåñêî-
íå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü 0,(692307).

10. Çíàÿ, ÷òî 7/17 =
= 0,(4117647058823529), îáðàòèòå â äå-
ñÿòè÷íûå äðîáè ÷èñëà à) 12/85;
á) 3/68.

11*. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà íàèìåíü-
øåãî ïðåäïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðàâèëüíîé íåñîêðàòèìîé äðîáè
ñî çíàìåíàòåëåì n = 2 5a bk , ãäå a, b, k �
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì
ÍÎÄ(k,10) = 1, ðàâíà c = max(a,b).

á) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî c n≤ log2  è
óáåäèòåñü, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ
÷èñåë âèäà n = 2

a
 è òîëüêî äëÿ íèõ.

â) Ïóñòü õîòÿ áû îäèí äåëèòåëü íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n îòëè÷åí îò 2 è 5.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî c n≤ log2 3b g  è
óáåäèòåñü, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ
÷èñåë âèäà n = 3 2⋅ a è òîëüêî äëÿ íèõ.

12*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïåðèîäå
äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äðîáè m/n,
ãäå m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âñòðåòè-
ëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 167, òî
n > 100.

4 Ñóùåñòâóþò è íåïåðèîäè÷åñêèå äðî-
áè, íàïðèìåð, äåñÿòè÷íàÿ äðîáü
0,1010010001..., ãäå êîëè÷åñòâî íóëåé ìåæ-
äó åäèíèöàìè âñå âðåìÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà
1. Íî â ýòîé ñòàòüå îíè íèêàê íå áóäóò
èñïîëüçîâàíû.
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Числа вида 99...9

Âçãëÿíåì íà ðàâåíñòâà 1/7 =
= 0,(142857)  è  1/13 = 0,(076923).
Çàìåòüòå:

142857 ⋅ 7 = 999999

è

76923 ⋅ 13 = 999999.

Ýòî íå ñëó÷àéíîñòü: êàê âû ïîìíèòå, â
ïðàâèëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñòî ïåðèî-
äè÷åñêîé äðîáè â îáûêíîâåííóþ ôè-

ãóðèðóåò ÷èñëî 10
r  � 1 = 9 9K

r
; . Ïîýòî-

ìó ìû çàéìåìñÿ ÷èñëàìè ýòîãî âèäà.
Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà k, íå êðàòíîãî íè 2, íè 5,
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî r, äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü 10r � 1
êðàòíà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ñïîñîá �
äëÿ ëþáèòåëåé ìíîãîòî÷èé. Ðàññìîò-
ðèì   k  ÷èñåë:  9, 99, 999, ..., 99 9K

123

k

.

Äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ
êðàòíî k. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ïóñòü íè îäíî èç íèõ íå êðàòíî k.
Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ îñ-
òàòêîâ îò äåëåíèÿ íà k ðàâíî k � 1,
êàêèå-òî äâà èç k ðàññìàòðèâàåìûõ
÷èñåë äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà k. Ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë
íàöåëî äåëèòñÿ íà k è ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ íåñêîëüêî äåâÿòîê, ïîñëå êîòî-
ðûõ íàïèñàíî íåñêîëüêî íóëåé:

99 9 99 9 99 900 0K
123

K
123

K
123

K
123

r s s r s+

− =
.

Ïîñêîëüêó k âçàèìíî ïðîñòî ñ 10, èç
äåëèìîñòè ÷èñëà 99 900 0K

123
K
123

r s

 íà k ñëå-

äóåò, ÷òî ÷èñëî 99 9K
123

r

 íàöåëî äåëèòñÿ

íà k. Ëåììà äîêàçàíà.

Âòîðîé ñïîñîá � äëÿ òåõ, êòî íå ëþáèò
ìíîãîòî÷èÿ. Ðàññìîòðèì ÷èñëà 1, 10,
102 , ..., 10 1k− . Íè îäíî èç íèõ íå êðàòíî
k. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ îñ-
òàòêîâ îò äåëåíèÿ íà k ðàâíî k � 1, êàêèå-
òî äâà èç k ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë äàþò
îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà k.
Ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë:

10 10
r s s+

− ,

ãäå 0 ≤ < + <s r s k ,� íàöåëî äåëèòñÿ
íà k.

Èç äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

10 10 1
s r

−FH IK  íà k è èç âçàèìíîé ïðîñòî-
òû ÷èñåë 10 è k ñëåäóåò, ÷òî 10

r  � 1
êðàòíî k, ò.å.

10
r
 � 1 = kt,

ãäå t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî5 . Äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøåíî6 .

Óïðàæíåíèÿ

13. Ñêîëüêî ÷èñåë, êðàòíûõ 13, èìååò-
ñÿ ñðåäè ïåðâûõ ñòà ÷èñåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè 1, 11, 111, ...?

14. Åñëè ÷èñëî âèäà 11...1 êðàòíî 7, òî
îíî êðàòíî è 11, è 13, è 15873. Äîêàæèòå
ýòî.

15. Ïåðâóþ öèôðó k-çíà÷íîãî ÷èñëà,
êðàòíîãî 13, ñòåðëè è çàïèñàëè ïîçàäè
ïîñëåäíåé öèôðû ýòîãî ÷èñëà. Ïðè êà-
êèõ k ïîëó÷åííîå ÷èñëî êðàòíî 13? (Íà-
ïðèìåð, èç êðàòíûõ 13 ÷èñåë 503906 è
7969 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ÷èñëà 39065
è 9697, ïåðâîå èç êîòîðûõ êðàòíî 13, à
âòîðîå � íåò.)

16. Äëÿ êàêèõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(m, n), ãäå n > 1, ÷èñëî 100 01K

123

m

 êðàòíî

÷èñëó 11 1K
123

n

?

17. à) Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è íàè-
ìåíüøèé ïåðèîä äåñÿòè÷íîãî ðàçëîæå-
íèÿ äðîáè 1/p ñîñòîèò èç 2n öèôð, òî
ñóììà äâóõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë (ìîãóùèõ
íà÷èíàòüñÿ è ñ íóëÿ), îáðàçîâàííûõ ïåð-
âûìè n è ïîñëåäíèìè n öèôðàìè ïåðèî-
äà, ðàâíà 10

n
 � 1. Äîêàæèòå ýòî. (Íàïðè-

ìåð, 1/13 = 0,(076923), ïðè ýòîì 76 +
+ 923 = 999.  Ïðîñòîòà çíàìåíàòåëÿ ñó-
ùåñòâåííà: 1/21 = 0,(047619), íî 47 +
+ 619 ≠ 999.) á) Äëèíà íàèìåíüøåãî
ïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äðî-
áè 1/p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ÷åòíà â
òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-
ëåì íåêîòîðîãî ÷èñëà âèäà 10

n
 + 1.

Äîêàæèòå ýòî.
18. à) Íàéäèòå äëèíó íàèìåíüøåãî

ïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äðî-
áè 1/31. á) Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîå ÷èñ-
ëî âèäà 100...01 íå êðàòíî 31.

19 (Ì981). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 11...1
(1986 åäèíèö) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
à) 8; á) 128; â*) 1024 ðàçëè÷íûõ äåëè-
òåëÿ.

Длина периода

Òåîðåìà 2. Åñëè m, n � âçàèìíî ïðî-
ñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì n
âçàèìíî ïðîñòî ñ 10 è m < n, òî â
äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè äðîáü
m/n ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé.
Äëèíà åå íàèìåíüøåãî ïåðèîäà � ýòî
òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
r, ÷òî 10r � 1 êðàòíî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1, 10r  �
� 1 = kt äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë r è t. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
m

k

mt

kt
mt

r
= = ⋅

−

1

10 1
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
1/(10

r
 � 1) = 0,(00 0

1

K
123

r−

1), ïîëó÷àåì

m

k
mt

r

= ⋅
−

0 00 01
1

,b gK
123

.

Ïîñêîëüêó m < k, òî mt < kt < 10
r , òàê

÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà mt íà ÷èñëî
0,b g00 01

1

K
123

r−

 � ýòî ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü,

äëèíà ïåðèîäà êîòîðîé ðàâíà r, à ïå-
ðèîä � äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà mt,
âîçìîæíî, äîïîëíåííàÿ ñëåâà íåîáõî-
äèìûì êîëè÷åñòâîì íóëåé.

Íàì îñòàëîñü òîëüêî ïîíÿòü, ïî÷åìó
íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó ÷èñëó r ñî-
îòâåòñòâóåò íàèìåíüøèé âîçìîæíûé
ïåðèîä. Íî ýòî ñðàçó ÿñíî èç ïðàâèëà
ïåðåâîäà ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé
äðîáè â îáûêíîâåííóþ.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. Îíà âïîëíå
ÿñíî õàðàêòåðèçóåò äëèíó r ïåðèîäà
÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðî-
áè. À åñëè åñòü ïðåäïåðèîä, òî íàäî
âñïîìíèòü ðàâåíñòâî

m

k

m

ka b

c a c b
c

2 5

2 5
10=

⋅ − −

: ,

è îòâåò ñòàíåò î÷åâèäåí:
Ñëåäñòâèå òåîðåìû 2. Äëèíîé íàè-

ìåíüøåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ íåñîêðàòèìîé äðîáè m/n,
ãäå n = 2 5 k

a b
, a,b ≥  0 è ÍÎÄ(k,10) =

= 1, ÿâëÿåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî r,  ÷òî 10

r
 � 1

êðàòíî k.
Ñëåäñòâèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.

Äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåñîêðàòèìîé
äðîáè m/n çàâèñèò òîëüêî îò çíàìå-
íàòåëÿ n, à íå îò ÷èñëèòåëÿ m.

Функция L(n)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(n) äëèíó íàèìåíü-
øåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ äðîáè 1/n (ñì. òàáëèöó 1). Â ñèëó
ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2, åñëè n = 2 5a b

k ,
ãäå a,b ≥ 0 è ÍÎÄ(k,10) = 1, òî
L(n) = L(k) = r, ãäå r � ýòî íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 10

r
 �

� 1 êðàòíî k.

Òàáëèöà 1

Ôóíêöèÿ L îïðåäåëåíà íà âñåì ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë7 , íî â äåé-

5 Íàïðèìåð, äëÿ k = 7 ìîæíî âçÿòü r =

= 6; ïðè ýòîì t = (106 � 1)/7 = 142857.
6 Ìåæäó ïðî÷èì, îíî çàìå÷àòåëüíî íå

òîëüêî îòñóòñòâèåì ìíîãîòî÷èé, íî è
òåì, ÷òî ïîêàçûâàåò: ñóùåñòâóåò íóæ-
íîå íàì ÷èñëî r < k, à íå òîëüêî r k≤ .

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 11 21 31 41 51 61 71

L(n) 1 1 1 1 1 1 6 1 1 1 2 1 6 6 1 1 61

7 Íàïîìèíàåì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1 ìû äîãîâîðèëèñü ïåðèîäîì êî-
íå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ÷èòàòü ÷èñëî 1.

7*
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ñòâèòåëüíîñòè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
òîëüêî ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ÷èñ-
ëîì 10.

Î÷åâèäíî, åñëè 10
r
 � 1 êðàòíî êàæ-

äîìó èç äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë m è n, òî 10

r
 � 1 êðàòíî

è ïðîèçâåäåíèþ mn. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Åñëè m, n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà, òî L(mn) =
= ÍÎÊ[L(m),L(n)].

Óïðàæíåíèÿ

20. Íàéäèòå äëèíó íàèìåíüøåãî ïå-
ðèîäà  äðîáè

à) 19/42;
á) 2000/(3 ⋅ 7 ⋅ 11 ⋅ 1313).
21. Êàêîé ìîæåò áûòü äëèíà ïåðèîäà

ñóììû äâóõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé, äëèíû ïåðèîäîâ
êîòîðûõ ðàâíû à) 6 è 12; á) 12 è 20?
(Ïóíêòû à) è á) ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå
çàäà÷è Ì1399.) â) Äëÿ ëþáûõ äâóõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r è s ÷åðåç f(r,s)
îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ñòåïåíåé
pa  ïðîñòûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî
îäíî èç ÷èñåë r, s êðàòíî pa  è íå êðàòíî
ïðè ýòîì ñòåïåíè p

a+1
, à äðóãîå èç ÷èñåë

r, s íå êðàòíî ÷èñëó pa . (Íàïðèìåð,

f 2 3 11 2 3 11 23
3 6 4 2

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅FH IK,  = 2 11 23
4 6

⋅ ⋅ .)

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëó f(r,s) êðàòíà äëèíà
t íàèìåíüøåãî ïåðèîäà ñóììû ëþáûõ
äâóõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, äëèíû íàè-
ìåíüøèõ ïåðèîäîâ êîòîðûõ ðàâíû r è s.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà íàèìåíüøåãî
ïåðèîäà ñóììû äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ äðî-
áåé ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íàèìåíüøåãî
îáùåãî êðàòíîãî äëèí èõ ïåðèîäîâ.
ä) Ïóñòü r, s, t � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ïðè÷åì t êðàòíî ÷èñëó f(r,s) è ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ÷èñëà ÍÎÊ[r,s]. Ïðèâåäèòå
ïðèìåð äâóõ äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
äðîáåé, äëèíû íàèìåíüøèõ ïåðèîäîâ
êîòîðûõ ðàâíû r è s, à äëèíà íàèìåíüøå-
ãî ïåðèîäà èõ ñóììû ðàâíà t.

Наблюдения Гаусса

Âåëèêèé íåìåöêèé ìàòåìàòèê Êàðë
Ôðèäðèõ Ãàóññ, áóäó÷è ãèìíàçèñòîì,
îáðàùàë äðîáè âèäà 1/p, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 2 è 5, â
áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè: â êàæ-
äîì ñëó÷àå îí ñ ïîðàçèòåëüíûì òåðïå-
íèåì îæèäàë, êîãäà çíàêè íà÷íóò ïî-
âòîðÿòüñÿ. Åìó õîòåëîñü ïîíÿòü, êàê
çàâèñèò äëèíà ïåðèîäà òàêîé äðîáè
îò p.

Âûïèñûâàíèå ïîëíîãî ïåðèîäà, ñêà-
æåì, äëÿ p = 47 � óòîìèòåëüíîå çàíÿ-
òèå (46 çíàêîâ!). Îäíàêî Ãàóñc íå
òåðÿë íàäåæäû è ïðîäîëæàë âû÷èñëå-
íèÿ: îí âûïèñàë ïåðèîäû äëÿ âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë p < 1000. Ãëàâíàÿ çàêî-
íîìåðíîñòü, êîòîðóþ îí îáíàðóæèë,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëèíà L(p) íàè-
ìåíüøåãî ïåðèîäà òàêîé äðîáè ÿâëÿåò-

ñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p � 1, èíîãäà
ñîâïàäàÿ ñ íèì (ñì. òàáëèöó 2). À
èìåííî, L(p) = p � 1 äëÿ p = 7, 17, 23,
47, 59, 61, 97, 109, 113, 131, 149, 167,
179, 181, 193 è íåêîòîðûõ äðóãèõ ÷è-
ñåë 8 .

Òàáëèöà 2

Ìû äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü ÷óòü
íèæå, à ïîêà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ðàçëîæåíèÿ:

1/7 = 0,(142857),

2/7 = 0,(285714),

3/7 = 0,(428571),

4/7 = 0,(571428),

5/7 = 0,(714285),

6/7 = 0,(857142).

Ïåðèîäû ýòèõ øåñòè äðîáåé íà÷èíà-
þòñÿ ñðàçó ïîñëå çàïÿòîé è ïîëó÷àþò-
ñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì ñäâè-
ãîì. Ýòî ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ ñëó÷àé-
íûì êóðüåçîì, áóäü ìû ëþáèòåëÿìè
«çàíèìàòåëüíîé» ìàòåìàòèêè. Íî íå
áóäåì ñòîëü íàèâíû è âíèìàòåëüíî
ðàññìîòðèì ýòîò ýôôåêò.

Âîçüìåì âìåñòî 7, íàïðèìåð, 41.
Î÷åâèäíî,

1/41 = 0,(02439).

«Ïðîêðóòèì» ïåðèîä:

0,(24390) = 10/41,

0,(43902)=10 ⋅ 0,(24390) � 2 =

=
100

41
 � 2 = 18/41,

0,(39024)=10 ⋅ 0,(43902) � 4 =

= 
180

41
 � 4 = 16/41,

0,(90243) = 10 ⋅ 0,(39024) � 3 =

= 
160

41
 � 3 = 37/41.

Ïîëó÷èëè öèêë èç ïÿòè
÷èñåë: 1, 10, 18, 16, 37.
Êàæäîå ÷èñëî ýòîãî
öèêëà � îñòàòîê îò äåëåíèÿ óäåñÿòå-
ðåííîãî ïðåäûäóùåãî íà 41.

Åñëè áû ìû íà÷àëè ñ 2/41 =
= 0,(04878),  òî   ïîëó÷èëè   áû   äðó-
ãîé öèêë: 0,(48780) = 20/41,
0, (87804) = 36/41, 0,(78048) =
= 32/41, 0,(80487) = 33/41.

Âñåãî äëÿ p = 41 ïîëó÷àåì 8 öèêëîâ,
ïî 5 äðîáåé â êàæäîì. Â îáùåì ñëó÷àå,

åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n âçàèìíî
ïðîñòî ñ 10 è îòëè÷íî îò 1, òî âñå
ïðàâèëüíûå íåñîêðàòèìûå äðîáè ñî
çíàìåíàòåëåì n ðàçáèâàþòñÿ íà öèêëû
ïî L(n) äðîáåé â êàæäîì öèêëå. Çíà-
÷èò, êîëè÷åñòâî òàêèõ äðîáåé êðàòíî
÷èñëó L(n). (Â ÷àñòíîñòè, åñëè p �
ïðîñòîå ÷èñëî, òî âñå äðîáè âèäà m/p,
ãäå 1 ≤  m < p,� íåñîêðàòèìûå, îòêóäà
è ñëåäóåò îáíàðóæåííàÿ þíûì Ãàóñ-
ñîì çàêîíîìåðíîñòü!)

Óïðàæíåíèÿ

22. à) Ðåøèòå ðåáóñ: ÏËÎÌÁÀ ⋅ 5 =
= ÀÏËÎÌÁ. (Çäåñü â çàïèñÿõ øåñòè-
çíà÷íûõ ÷èñåë ÏËÎÌÁÀ è ÀÏËÎÌÁ
ðàçíûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçíûå öèô-
ðû.) á) Íàéäèòå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî,
óìåíüøàþùååñÿ â 5 ðàç ïðè ïåðåíîñå
ïåðâîé öèôðû â êîíåö ÷èñëà. â) Ðåøèòå
ðåáóñ: ÍÈÊÅËÜ ⋅ 6 = ÅËÜÍÈÊ. (Óêà-
çàíèå. Â ñëîâàõ ðåáóñà èñïîëüçîâàíû
äâà ñëîãà: ÍÈÊ è ÅËÜ. Îáîçíà÷üòå
ÍÈÊ = x è ÅËÜ = y.) ã) Ñóùåñòâóåò ëè
øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè óìíî-
æåíèè íà 2, 3, 4, 5 è 6 äàåò ÷èñëà,
çàïèñàííûå òåìè æå öèôðàìè, ÷òî è ñàìî
÷èñëî, íî â äðóãîì ïîðÿäêå? ä) Íàéäèòå
âñå øåñòèçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå óâåëè-
÷èâàþòñÿ â öåëîå ÷èñëî ðàç ïðè ïåðåíîñå
ïîñëåäíåé öèôðû èç êîíöà â íà÷àëî.

23. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 41.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åãî öèôðû öèêëè-
÷åñêè ïåðåñòàâèòü, òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî
òîæå áóäåò äåëèòüñÿ íà 41.

24. ×èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Åñëè ýòó
öèôðó ïåðåíåñòè â íà÷àëî ÷èñëà, îíî
óäâîèòñÿ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå
÷èñëî.

25 * (Ì1252). Ïóñòü a è n � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà, a > 1. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî ïðàâèëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé
ñî çíàìåíàòåëåì an � 1 êðàòíî n.

Теорема Эйлера

Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ íåñîêðàòèìûõ
äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì n îáîçíà÷àþò
÷åðåç ϕ nb g (ñì. òàáëèöó 3) 9 . Äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, î÷åâèäíî,
ϕ pb g  = p � 1.

Òàáëèöà 3

Ïîñêîëüêó ϕ nb g  ïðàâèëüíûõ íåñîê-
ðàòèìûõ äðîáåé ìîæíî ðàçáèòü íà
öèêëû ïî L(n) äðîáåé â êàæäîì öèê-
ëå, òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Åñëè n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, òî ϕ pb g  êðàòíî ÷èñëó L(n).

Ñëåäñòâèå. Åñëè n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ÷èñëîì 10,

òî 10
nϕb g

 � 1 êðàòíî n.

ð 3 7 11 31 71 91 32 92 13 73 14 34 74

)p(L 1 6 2 6 61 81 22 82 51 3 5 12 64

8 Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî
÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ L(p) = p � 1, ïî ñåé
äåíü íåèçâåñòíî.

9 Ïîäðîáíåå îá ýòîé ôóíêöèè ìîæíî
ïðî÷èòàòü â ñòàòüå Â.Ñåíäåðîâà è
À.Ñïèâàêà «Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà» (ñì.
«Êâàíò» ¹1 çà 2000 ã.).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 11 21 31 41 51 61 71

1 1 2 3 4 2 6 4 6 4 01 4 21 6 8 8 61ϕ nb g
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Åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè íå äåñÿ-
òè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, à ñèñòåìó
ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì a, ãäå a �
îòëè÷íîå îò åäèíèöû íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èëè
áû óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò
òåîðåìîé Ýéëåðà:

Åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèì-
íî ïðîñòîå ñ öåëûì ÷èñëîì a, ãäå a >
> 1, òî a

nϕb g  � 1 êðàòíî n. 10

Чему равно L pme j?
×èñëî 111 äåëèòñÿ íà 3. Äàëåå, ÷èñëî

111111111 = 111 ⋅ 1001001

äåëèòñÿ íà 9 êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà
3.11  Çàïèñûâàåìîå 27 åäèíèöàìè ÷èñ-
ëî

111111111111111111111111111 =

= 111111111 ⋅ 1000000001000000001

äåëèòñÿ íà 27 êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà,
êðàòíîãî 9, è ÷èñëà, êðàòíîãî 3.

È âîîáùå, ðàâåíñòâî

111 11111 11111 11
3 3 3

K
124 34

K
124 34

K
124 34

n n n

=

=  111 11 100 0000 001
3 3 1 3 1

K
124 34

K
124 34

K
124 34

n n n

⋅
− −

ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ÷èñëî, çàïèñûâà-
åìîå 3n åäèíèöàìè, êðàòíî 3

n, òî
÷èñëî, çàïèñûâàåìîå 3 1n+  åäèíèöàìè,
êðàòíî 3

1n+
.

Òàêèì îáðàçîì ïî èíäóêöèè ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 11 11

3

K
123

n

 êðàòíî ÷èñ-

ëó 3n, ò.å. ÷èñëî 99 99

3

K
124 34

n

 êðàòíî ÷èñëó

3 2n+ , îòêóäà L
n n

3 3
2+ ≤e j . À åñëè ìû

åùå çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííûå íàìè
÷èñëà 100...00100...001  äåëÿòñÿ òîëü-
êî íà 3, íî íå íà 9, òî ïîëó÷èì òî÷íûé

ðåçóëüòàò: L
n n

3 3
2+ =e j .

Íåëüçÿ ëè ïîäîáíûì îáðàçîì èçó-

÷èòü ôóíêöèþ L p
me j, ãäå p � ïðîñòîå

÷èñëî, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî? Îêà-
çûâàåòñÿ, ìîæíî.

Òåîðåìà 4. Åñëè p
k
 � íàèâûñøàÿ

ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, êîòîðîé

êðàòíî ÷èñëî 10
L pb g

 � 1, òî äëÿ ëþáî-
ãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m

âåðíà ôîðìóëà L p
k m+e j  = p L p

m b g.
(Íàïðèìåð, L 3

m 2+e j  = 3
m
 è L 7

m 1+e j =
= 6 7

m⋅ .)
Äîêàçàòü òåîðåìó 4 âàì ïîìîæåò

ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2. Åñëè a = 1 + px, ãäå p �

ïðîñòîå ÷èñëî, p > 2, x � öåëîå ÷èñëî,

òî ñóììà ap 1−  + a
p 2−

 + ... + a + 1
êðàòíà p, íî íå êðàòíà p

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ëåãêî
ïîíÿòü (ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè èëè
ïðèìåíèâ áèíîì Íüþòîíà), ÷òî ïðè
äåëåíèè íà p

2
 ÷èñëà a, a

2, ..., a
p−2  è

a
p−1

 äàþò òàêèå æå îñòàòêè, êàê 1 + px,
1 + 2px, ..., 1 + (p � 2)px è 1 + (p �
� 1)px. Ñëåäîâàòåëüíî,

1
2 2 1+ + + + + ≡− −

a a a a
p p

K

≡  1 1 1 2+ + + + +px pxb g b g K

10 ×åñòíî ãîâîðÿ, óñëîâèå a > 1 èçëèøíå:
åñëè íàñ èíòåðåñóþò îñòàòêè îò äåëåíèÿ
íà n, òî èç ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a, ïðèáà-
âèâ ê íåìó n íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç,
ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû.

11 Âïðî÷åì, ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïðèçíàêîì äåëèìîñòè íà 9.

... + 1 2 1 1+ − + + − =p px p pxb gd i b gd i

 = p px
p p

p p+
−

≡
1

2
2b g c hmod .

Ëåììà äîêàçàíà. À òåîðåìó äîêàæè-
òå â êà÷åñòâå (òðóäíîãî, íî íå ñëèø-
êîì) óïðàæíåíèÿ (29).

Óïðàæíåíèÿ

26. ×èñëî 103n  � 1 êðàòíî 3 2n+ , íî íå
êðàòíî 3

3n+ . Äîêàæèòå ýòî.
27. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî åäè-

íèö ïîäðÿä íàäî íàïèñàòü, ÷òîáû ïîëó-
÷èëîñü ÷èñëî, êðàòíîå à) 999 999 999;
á) 9

9
; â) 11

11
; ã) 3 7

k l
, ãäå k, l � íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà?
28. Íà êàêóþ íàèáîëüøóþ ñòåïåíü

äâîéêè äåëèòñÿ ÷èñëî 5
2000

 � 1?
29. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.
30. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå

÷èñëî, p ≠ 2, òî ñóììà 1 + a + a2 + ...
... + ap-1 íå êðàòíà p2  íè äëÿ êàêîãî
öåëîãî ÷èñëà a.

31. Äîêàæèòå, ÷òî â ïåðèîäå áåñêîíå÷-
íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè 1 3

100  èìååòñÿ
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 46 öèôð.
(×óòü â èíîé ôîðìóëèðîâêå ýòà çàäà÷à
áûëà â «Çàäà÷íèêå «Êâàíòà» ïîä íîìå-
ðîì Ì1280.)

32 (äëÿ òåõ, êòî ëþáèò ïðîãðàììèðî-
âàòü). à) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî òàêîå
ïðîñòîå ÷èñëî p > 5, ÷òî äëèíû ïåðèîäîâ
ðàçëîæåíèé â äåñÿòè÷íûå äðîáè ÷èñåë
1/p è 1/p2  ñîâïàäàþò è ðàâíû p � 1. á*)
Íàéäèòå åùå îäíî òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî.
(Íåèçâåñòíî, áåñêîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë ñî ñâîéñòâîì L(p) = L(p2 ).
Íåèçâåñòíî è òî, ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî p > 5, äëÿ êîòîðîãî
L(p) = L(p

3
).)
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Заглянем в центр звезд

Ïðîñìàòðèâàÿ òàáëèöó «Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ
çâåçä» (êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî çäåñü ïðèâîäèòñÿ) èç «Ñïðàâî÷íè-
êà ïî ôèçèêå» À.Ñ.Åíîõîâè÷à, òðóäíî óäåðæàòüñÿ îò ïîïûò-
êè îöåíèòü òåìïåðàòóðó â öåíòðàõ çâåçä è ñðàâíèòü åå ñ
ðåàëüíîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, çâåçäó âîäîðîäíîé.
Ïîñêîëüêó îíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ðàçóìíî ïðèðàâ-
íÿòü, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, ñðåäíèå ýíåðãèè ïðîòîíà �
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:
kT GMm d

p
; . Çäåñü k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, Ò � òåìïåðà-

òóðà çâåçäû, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, Ì è d � ìàññà
è äèàìåòð çâåçäû, mp  � ìàññà ïðîòîíà. Èìååì ðàñ÷åòíóþ

ôîðìóëó T
GMm

kd

p
; , íà îñíîâàíèè êîòîðîé ñòðîèì ïÿòóþ

ãðàôó òàáëèöû. Ñðàâíèâ åå ñî âòîðîé ãðàôîé, âèäèì äîñòà-
òî÷íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå.

àäçåâÇ T K,
d îï(

ñþèíåíâàðñ
)ìåöíëîÑ

Ì îï(
ñþèíåíâàðñ

)ìåöíëîÑ

ÿàííåëñè÷ûÂ
K,àðóòàðåïìåò

àíîèðÎ 7 72

)ûâåÄ(àêèïÑ 5 11

)ûðèË(àãåÂ 2,2 8,2

ÀíîèöîðÏ 8,1 2,1

ÀàðâàòíåÖ 0,1

ÂàñàïîëîÂ 56,0

À06ðåãþðK 14,0

t

a

a

x

5 4 10
7

, ⋅

3 10
7⋅

1 8 10
7

, ⋅

8 10
6⋅

a 1 3 10
7

, ⋅

1 0 10
7

, ⋅

8 5 10
6

, ⋅

4 47 10
7

, ⋅

2 55 10
7

, ⋅

1 48 10
7

, ⋅

7 73 10
6

, ⋅

116 10
7

, ⋅

1 03 10
7

, ⋅

8 48 10
6

, ⋅

Â.Äðîçäîâ

8 Êâàíò ¹2

1,0

0,58

0,30


