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Великие математики
прошлого и их великие

теоремы

Э ÒÀ  ÑÒÀÒÜß  ÏÎÑÂßÙÅÍÀ
èñòîðèè ìàòåìàòèêè. Èç òâîð-
÷åñòâà âåëè÷àéøèõ ñðåäè âå-

ëèêèõ � Àðõèìåäà, Ôåðìà, Ýéëåðà,
Ëàãðàíæà è Ãàóññà � ÿ îòîáðàë èëè
òå èç èõ âûñøèõ äîñòèæåíèé, êîòî-

ðûìè îíè áîëüøå âñåãî ãîðäèëèñü
ñàìè, èëè æå òå, áëàãîäàðÿ êîòîðûì
îíè áîëåå âñåãî ïðîñëàâèëèñü â íà-
ó÷íîì ìèðå. Ôóíäàìåíòàëüíûå òåî-
ðåìû, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü, íå
òîëüêî âàæíû ñàìè ïî ñåáå, íî èçó-

ìèòåëüíî êðàñèâû. È ïóñòü êàæäûé
èç âàñ, ìîè ÷èòàòåëè, âõîäÿ â õðàì
íàóêè, îöåíèò åå âåëè÷èå è êðàñîòó è
óêðåïèòñÿ â æåëàíèè ïîñâÿòèòü åé
ñâîþ æèçíü.
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Архимед и его формула
для объема шара

Я вдруг обнаружил маленькую
колонну, вершина которой под-
нималась из зарослей. На ней
были изображены шар и цилиндр,
которые я искал. Я тотчас же ска-
зал сопровождавшим меня, что
перед нами, несомненно, могиль-
ный памятник Архимеда.

Цицерон

Àðõèìåä (îê. 287�212 äî í.ý.) �
âåëè÷àéøèé ó÷åíûé Äðåâíåãî ìèðà.
Èìÿ åãî îâåÿíî ëåãåíäàìè. Ìû âîñ-
êëèöàåì: «Ýâðèêà!» � âûðàæàÿ, êàê
Àðõèìåä, âîñòîðã ïî ïîâîäó ñâîåé
óäà÷è. Êàæäûé çíàåò, ÷òî îí ìîæåò
ïåðåâåðíóòü ìèð, åñëè íàéäåòñÿ íà-
äåæíàÿ òî÷êà îïîðû. Ó êàæäîãî ïå-
ðåä ãëàçàìè ñöåíà: óáèéöà ñ îáíà-
æåííûì ìå÷îì è ñèäÿùèé ñòàðåö,
âîñêëèöàþùèé: «Íå òðîãàé  ìîèõ
÷åðòåæåé!»

Àðõèìåä îáùåïðèçíàííî ñ÷èòàåò-
ñÿ îäíèì èç âåëè÷àéøèõ ãåíèåâ â
èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà. Åãî âêëàä â
ìàòåìàòèêó îãðîìåí. Èìåííî îí ïðè-
äóìàë ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ïî åãî ñòîðî-
íàì (îíà èçâåñòíà íàì êàê ôîðìóëà
Ãåðîíà). Íå êòî èíîé, êàê Àðõèìåä
ïåðâûé äåðçíóë èñ÷èñëèòü ðàçìåðû
îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà. Îí îïðåäå-
ëèë ãðàíèöû äëÿ ÷èñëà π , äîêàçàâ,
÷òî
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Âïëîòíóþ îí ïîäîøåë ê ïîíÿòèþ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, îïåðåäèâ
÷åëîâå÷åñòâî ïî÷òè íà äâà òûñÿ÷åëå-
òèÿ. Åìó ïðèíàäëåæàò òî÷íûå ôîð-
ìóëèðîâêè çàêîíîâ ïðèðîäû, ñî-
õðàíèâøèåñÿ â íåïðèêîñíîâåííîñòè
íà âñå âðåìåíà. Íî áîëåå âñåãî îí
ãîðäèëñÿ íàéäåííîé èì ôîðìóëîé
îáúåìà øàðà, è â ïàìÿòü îá ýòîì
ïîòîìêè èçîáðàçèëè øàð è öèëèíäð
íà åãî ìîãèëüíîì êàìíå.

Äîêàæåì, ñëåäóÿ èäåÿì Àðõèìå-
äà, òîò ðåçóëüòàò, êîòîðûé äîñòàâèë
åìó âûñøóþ òâîð÷åñêóþ ðàäîñòü.

Òåîðåìà 1. Îáúåì øàðà ðàäèóñà 1

ðàâåí   p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì îïè-

ðàòüñÿ íà ñëåäóþùèå äâå ôîðìóëû
ñòåðåîìåòðèè: îáúåì öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé Í
ðàâåí πR H2 , è îáúåì êîíóñà ñ ðàäè-
óñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé Í ðàâåí
1
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òàêæå ïðèíàäëåæèò Àðõèìåäó.
À òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëü-

ñòâó. ß íàäåþñü, âû åùå íå çàáûëè
äåòñêèõ èãðóøåê, êîòîðûå íàçûâà-
þòñÿ ïèðàìèäêàìè. Âîò êàê îíè óñ-
òðîåíû: èìåþòñÿ ïîäñòàâêà ñ âåðòè-
êàëüíîé ïàëî÷êîé è íàáîð êîëå÷åê
ðàçíîãî ðàçìåðà. Íàäî íàíèçàòü ýòè
êîëå÷êè íà ïàëî÷êó òàê, ÷òîáû ðàç-
ìåðû êîëå÷åê óâåëè÷èâàëèñü ïî ìåðå
ïðèáëèæåíèÿ ê ïîäñòàâêå. Òîãäà
ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, ïîõîæàÿ íà êî-
íóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àðõèìå-
äà (ïî Àðõèìåäó) î÷åíü ëåãêî ïî-
íÿòü ñ ïîìîùüþ ïîäîáíûõ èãðóøåê.
Òîëüêî íàäî ñäåëàòü íå îäíó � êîíè-
÷åñêóþ, à òðè ðàçíûõ � öèëèíäðè-
÷åñêóþ (êîãäà êîëå÷êè áóäóò èìåòü
ðàäèóñ 1, ñàìè áóäóò òîíåíüêèìè-
ïðåòîíåíüêèìè, à åñëè ñîáðàòü èõ
âñå âìåñòå, òî îíè îáðàçóþò öèëèíäð
âûñîòû 1), êîíè÷åñêóþ (èç òàêèõ æå
òîíåíüêèõ êîëå÷åê, íî ðàçíûõ ðàäè-
óñîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîáðàòü
«ïî÷òè» êîíóñ âûñîòû è ðàäèóñà
îñíîâàíèÿ, ðàâíûõ 1) è «ïîëóøàðî-
âóþ» (îïÿòü-òàêè èç òàêèõ æå òî-
íåíüêèõ êîëå÷åê, èç êîòîðûõ ìîæíî
ñîáðàòü «ïî÷òè» ïîëóøàð ðàäèóñà
1). Ïðè ýòîì âñå êîëå÷êè äîëæíû
áûòü ñäåëàíû èç îäèíàêîâîãî ìàòå-
ðèàëà.

Âñëåä çà Àðõèìåäîì, âîçüìåì àï-
òåêàðñêèå âåñû ñ ïëîñêèìè ÷àøàìè è
ïîñòàâèì íà îäíó ÷àøó ñîáðàííóþ
èç êîëå÷åê èãðóøêó-öèëèíäð, à íà
äðóãóþ � êîíóñ è ïîëóøàð, ïðè÷åì
êîíóñ ïîñòàâèì îñíîâàíèåì íà ÷àøó
âåñîâ, à ïîëóøàð � «íà ãîëîâó»,
÷òîáû ïëîñêîå îñíîâàíèå ïîëóøàðà
áûëî ñâåðõó è ðàñïîëîæåíî ãîðè-
çîíòàëüíî.

Ïóñòü âûñîòû êîëå÷åê îäèíàêîâû
è ðàâíû δ , ãäå δ  � î÷åíü ìàëîå
÷èñëî. Ïîäñ÷èòàåì, êàêîâ îáúåì êî-
ëå÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà îäíîé è òîé
æå âûñîòå h. Ó öèëèíäðè÷åñêîãî
êîëå÷êà ýòîò îáúåì ðàâåí πδ ,

ó êîíè÷åñêîãî
π δ1

2− hb g ,  à ó
«ïîëóøàðíîãî»

π δ1 1
2− − hb ge j

(èáî ðàäèóñ êî-
ëå÷êà ó êîíóñà

ðàâåí 1 � h, à ó ïîëóøàðà, ïî òåî-

ðåìå Ïèôàãîðà, 1 1
2− − hb g ). Ñóì-

ìàðíûé îáúåì íà êàæäîé èç ÷àø
âåñîâ îêàçàëñÿ îäèíàêîâûì. Íî åñëè
δ  î÷åíü ìàëî, òî êîíè÷åñêàÿ èã-
ðóøêà áóäåò ïî÷òè íåîòëè÷èìà îò
êîíóñà, ïîëóøàðîâàÿ � îò ïîëóøà-
ðà, à öèëèíäðè÷åñêàÿ � âñåãäà öè-
ëèíäð.

Â ïðåäåëå ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåì
ïîëóøàðà ðàäèóñà 1 ðàâåí îáúåìó
öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ è
âûñîòîé, ðàâíûìè 1, ìèíóñ îáúåì
êîíóñà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ è âûñî-
òîé, òàêæå ðàâíûìè 1. Îòêóäà è
ñëåäóåò òåîðåìà 1.

Теорема Ферма—Эйлера
о представлении простых чисел
в виде суммы двух квадратов

Быть может, потомство будет
признательно мне за то, что я по-
казал ему, что Древние знали не
все.

Пьер Ферма

Ïüåð Ôåðìà (1601�1665) � ÷åëî-
âåê óäèâèòåëüíîé ñóäüáû: îäèí èç
âåëè÷àéøèõ ìàòåìàòèêîâ âñåõ âðå-
ìåí, îí íå áûë, â ñîâðåìåííîé òåð-
ìèíîëîãèè, «ïðîôåññèîíàëüíûì»
ìàòåìàòèêîì. Ïî ïðîôåññèè Ôåðìà
áûë þðèñòîì. Îí ïîëó÷èë âåëèêî-
ëåïíîå ãóìàíèòàðíîå îáðàçîâàíèå è
áûë âûäàþùèìñÿ çíàòîêîì èñêóñ-
ñòâà è ëèòåðàòóðû. Âñþ æèçíü îí
ïðîðàáîòàë íà ãîñóäàðñòâåííîé
ñëóæáå, ïîñëåäíèå 17 ëåò áûë ñî-
âåòíèêîì ìåñòíîãî ïàðëàìåíòà â
Òóëóçå.

Ê ìàòåìàòèêå åãî âëåêëà áåñêîðû-
ñòíàÿ è âîçâûøåííàÿ ëþáîâü. Â òå
ãîäû íå áûëî åùå ìàòåìàòè÷åñêèõ
æóðíàëîâ, è Ôåðìà ïî÷òè íè÷åãî íå
íàïå÷àòàë ïðè æèçíè. Íî îí ìíîãî
ïåðåïèñûâàëñÿ ñî ñâîèìè ñîâðåìåí-
íèêàìè, è ïîñðåäñòâîì ýòîé ïåðåïèñ-
êè íåêîòîðûå åãî äîñòèæåíèÿ ñòàíî-
âèëèñü èçâåñòíûìè. Ïüåðó Ôåðìà
ïîâåçëî ñ äåòüìè: ñûí îáðàáîòàë
àðõèâ îòöà è èçäàë åãî.

«ß äîêàçàë ìíîãî èñêëþ÷èòåëüíî
êðàñèâûõ òåîðåì», � ñêàçàë êàê-òî
Ôåðìà. Îñîáåííî ìíîãî êðàñèâûõ
ôàêòîâ óäàëîñü åìó îáíàðóæèòü â
òåîðèè ÷èñåë, êîòîðóþ, ñîáñòâåííî,
îí è îñíîâàë.

Îí âíåñ îãðîìíûé âêëàä â çàðîæ-
äàþùèåñÿ íîâûå íàïðàâëåíèÿ, îïðå-
äåëèâøèå ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå
íàóêè: ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è àíà-
ëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Ìû ïðèçíà-
òåëüíû Ôåðìà çà òî, ÷òî îí ïðèîòê-
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ðûë äëÿ íàñ ìèð, ïîëíûé êðàñîòû è
çàãàäî÷íîñòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íåñîìíåííî,
ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó âûñøèõ äîñòè-
æåíèé ìàòåìàòèêè XVII�XVIII âå-
êîâ.

Âçãëÿíèòå íà íåñêîëüêî ïåðâûõ
íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë:

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...

×èñëà 5, 13, 17 ïðåäñòàâèìû â âèäå
ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ: 5 = 22  + 12 ,
13 = 22  + 32, 17 = 12  + 4

2
, à îñòàëüíûå

÷èñëà (3, 7, 11, 19) ýòè ñâîéñòâîì íå
îáëàäàþò. Ìîæíî ëè îáúÿñíèòü ýòîò
ôåíîìåí? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå-
÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî áûëî ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðà-
òîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíî ïðè äåëåíèè íà 4 äàâàëî
â îñòàòêå 1.

Немного истории

Íà ðîæäåñòâî 1640 ãîäà â ïèñüìå îò
25 äåêàáðÿ Ïüåð Ôåðìà èçâåùàë áåç
äîêàçàòåëüñòâà çíàìåíèòîãî Ìåðñåí-
íà, äðóãà Äåêàðòà è ãëàâíîãî ïî-
ñðåäíèêà â ïåðåïèñêå ó÷åíûõ òîãî
âðåìåíè, î òîì, ÷òî «âñÿêîå ïðîñòîå
÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà ÷åòû-
ðå äàåò åäèíèöó, åäèíñòâåííûì ñïî-
ñîáîì ïðåäñòàâèìî êàê ñóììà äâóõ
êâàäðàòîâ».

Ñïóñòÿ ïî÷òè äâàäöàòü ëåò ïîñëå
ïèñüìà Ìåðñåííó â ïèñüìå ê Êàðêà-
âè, îòïðàâëåííîì â àâãóñòå 1659 ãîäà,
Ôåðìà ïðèîòêðûâàåò çàìûñåë äîêà-
çàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå
òåîðåìû. Îí ïèøåò, ÷òî îñíîâíàÿ
èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ìåòî-
äå ñïóñêà, ïîçâîëÿþùåì èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî
÷èñëà âèäà 4n + 1 çàêëþ÷åíèå òåîðå-
ìû íåâåðíî, ïîëó÷èòü, ÷òî îíî íå-
âåðíî è äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà òîãî æå
âèäà è ò.ä., ïîêà ìû íå äîáåðåìñÿ äî
÷èñëà 5, êîãäà îêîí÷àòåëüíî ïðèäåì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå
âïîñëåäñòâèè áûëè îïóáëèêîâàíû,
íàéäåíû Ýéëåðîì ìåæäó 1742 è 1747
ãîäàìè. Ïðè÷åì, æåëàÿ óòâåðäèòü
ïðèîðèòåò Ôåðìà, ê êîòîðîìó îí
èñïûòûâàë ÷óâñòâà ãëóáî÷àéøåãî
óâàæåíèÿ, Ýéëåð ïðèäóìàë äîêàçà-
òåëüñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå îïèñàí-
íîìó âûøå çàìûñëó Ôåðìà.

Âîçäàâàÿ äîëæíîå îáîèì âåëèêèì
ó÷åíûì (îá Ýéëåðå ðå÷ü åùå âïåðå-
äè), ìû íàçûâàåì ýòó òåîðåìó òåî-
ðåìîé Ôåðìà�Ýéëåðà.

Åñòü ñâîéñòâî, ïðèñóùåå ïî÷òè
âñÿêîìó ïðåêðàñíîìó ìàòåìàòè÷åñ-
êîìó ðåçóëüòàòó, ðàâíî êàê è ïî÷òè
âñÿêîé íåïðèñòóïíîé è ïðåêðàñíîé
ãîðíîé âåðøèíå: åãî ìîæíî øòóðìî-
âàòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí, è âñå ïóòè
äîñòàâëÿþò íàñëàæäåíèå òîìó, êòî
íå óñòðàøèòñÿ èìè ïîñëåäîâàòü.

Â ñâîåé ñòàòüå â «Êâàíòå»1  ÿ ïðè-
âåë òðè ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ äî-
êàçàòåëüñòâà. Îäíî èç íèõ áûëî ïðè-
äóìàíî Ëàãðàíæåì â XVIII âåêå,
äðóãîå � Ãåðìàíîì Ìèíêîâñêèì â
XIX âåêå, à òðåòüå � íàøèì ñîâðå-
ìåííèêîì Äàíîì Öàãèðîì. Åñòü òàê-
æå î÷åíü êðàñèâîå äîêàçàòåëüñòâî,
èñïîëüçóþùåå òåîðèþ äåëèìîñòè
÷èñåë âèäà n + mi, ãäå n, m � öåëûå.2

Çäåñü ÿ îãðàíè÷óñü ëèøü ïåðâûì èç
íàçâàííûõ.

Доказательство Лагранжа

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ñëåäóþùóþ ëåììó Âèëüñîíà: åñëè ð
� ïðîñòîå ÷èñëî, òî ÷èñëî (ð � 1)! +
+ 1 äåëèòñÿ íà ð.

×òîáû íå îòâëåêàòüñÿ íà äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî âñïîìîãàòåëüíîãî
ôàêòà, ïðîäåìîíñòðèðóþ ëèøü îñ-
íîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà íà ïðè-
ìåðå ïðîñòîãî ÷èñëà 13. Äëÿ ëþáîãî
öåëîãî ÷èñëà õ  (2 ≤  õ ≤  11) íàéäåò-
ñÿ òàêîå ÷èñëî ó (2 ≤  ó ≤  11), ÷òî
x y⋅  ïðè äåëåíèè íà 13 äàåò â îñòàò-
êå 1. Äåéñòâèòåëüíî,
13 1 12− = =b g! !

= 2 7 3 9 4 10 5 8 6 11 12⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅b gb gb gb gb g ,
è ïðè ýòîì âñå ïðîèçâåäåíèÿ â ñêîá-
êàõ ïðè äåëåíèè íà 13 äàþò â îñòàòêå
1, à çíà÷èò, ÷èñëî 12! ïðè äåëåíèè íà
13 äàñò â îñòàòêå 12, îòêóäà (äëÿ
âûáðàííîãî íàìè ÷èñëà 13) ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ëåììû Âèëüñîíà.

Èç ëåììû Âèëüñîíà èçâëå÷åì òà-
êîå ñëåäñòâèå: åñëè ð � ïðîñòîå ÷èñëî
âèäà  ð = 4n + 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, òî 2

2
nb gc h!  + 1 äåëèòñÿ íà ð.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû Âèëüñîíà
ñëåäóåò, ÷òî 4nb g! + 1 äåëèòñÿ íà ð,
è òåïåðü íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé âûêëàäêè:
4 1 2 2 1 4 1n n n nb g b g b g b g! !+ = + ⋅ ⋅ + =K

= − − − ⋅ ⋅ − + ≡2 2 2 1 1 1n p n p n pb g b gb g b g! K

≡ − + ≡2 1 2 12
n n

nb g b g b g! !

≡ +2 1
2

n pb gc h b g! mod .

Îáîçíà÷èì 2nb g! ÷åðåç N. Ìû äîêà-
çàëè, ÷òî N2 ≡ −1 mod pb g .

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò ïðåîäîëåòü
îñíîâíóþ òðóäíîñòü. Ðàññìîòðèì âñå
ïàðû öåëûõ ÷èñåë (m, s) òàêèå, ÷òî

0 ≤  m ≤ p , 0 ≤ ≤s p  (ãäå ÷åðåç

p  îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

p  � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå

ïðåâîñõîäÿùåå p ). ×èñëî òàêèõ

ïàð p + 1
2

e j  > p. Çíà÷èò, ïî êðàé-
íåé ìåðå äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàð
m s1 1,c h è m s2 2,c h  èìååì: m1  + Ns1 ≡

≡ m2 + Ns2  (mod ð), ò.å. ÷èñëî à +
+ Nb, ãäå à = m1  � m2, b = s1 � s2 ,

äåëèòñÿ íà ð. Ïðè ýòîì a p≤ ,

b p≤ . Íî òîãäà ÷èñëî a2  �

� N b2 2  = a Nb a Nb+ −b gb g  äåëèòñÿ

íà ð. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N p2 1≡ − modb g ,
ïîëó÷èì, ÷òî a2  + b2  äåëèòñÿ íà ð,
ò.å. a2 + b2  = rp, ãäå r � íàòóðàëüíîå
÷èñëî (r ≠ 0 , èáî èíà÷å ïàðû áûëè
áû îäèíàêîâû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

a2  + b2  ≤ 2
2

p  < 2p, ò.å. r = 1 è

a2  + b2  = ð. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë â

âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ èñ÷åð-
ïûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî
â âèäå ñóììû öåëûõ ÷èñåë òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè âèäà 4k + 3 âõîäÿò â
ðàçëîæåíèå ýòîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè ñ ÷åòíûìè ïîêàçàòå-
ëÿìè.

Эйлер и его формула e iπ  = –1

Его [Эйлера] творчество изуми-
тельно и в науке беспримерно.

А.Н.Крылов

Îäíàæäû, êîãäà ÿ ó÷èëñÿ â âîñüìîì
êëàññå, ìîé äðóã è îäíîêëàññíèê
íàïèñàë ìíå ôîðìóëó Ýéëåðà, êîòî-
ðîé ÿ ïîñâÿùàþ ýòîò ðàçäåë. Òîãäà ÿ
óæå çíàë, ÷òî å � ýòî ÷èñëî: äâå
öåëûõ, ñåìü äåñÿòûõ, ãîä ðîæäåíèÿ
Òîëñòîãî, ãîä ðîæäåíèÿ Òîëñòîãî è
äàëüøå � äðóãèå äåñÿòè÷íûå çíàêè,
çàïîìèíàòü êîòîðûå óæå íåîáÿçà-
òåëüíî(å = 2,718281828...). ß çíàë
òàêæå, ÷òî

e
nn

n

= +
F
HG

I
KJ→∞

lim 1
1

.

Ðàçóìååòñÿ, ÿ èìåë ïðåäñòàâëåíèå
î ÷èñëå π , î òîì, ÷òî òàêîå ñòåïåíü,
è ñëûøàë î òîì, ÷òî i � ýòî êàêîå-òî

1 «Êâàíò» ¹10 çà 1991 ã.
2 Ñì. îá ýòîì: Øíèðåëüìàí Ë.Ã. Ïðîñòûå

÷èñëà  (Ì.: ÃÈÒÒË,  1940);  Ñåíäåðîâ Â.,
Ñïèâàê À. Ñóììû êâàäðàòîâ è öåëûå ãàóññî-
âû ÷èñëà («Êâàíò» ¹3 çà 1999 ã.).



Â Å Ë È Ê È Å  Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê È  Ï Ð Î Ø Ë Î Ã Î  È  È Õ  Â Å Ë È Ê È Å  Ò Å Î Ð Å Ì Û 

ìèñòè÷åñêîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðî-
ãî ðàâåí �1. Ôîðìóëà Ýéëåðà ïî-
òðÿñëà ìåíÿ, êàê, ïîæàëóé, íè÷òî
ìàòåìàòè÷åñêîå íå ïîòðÿñàëî íè äî,
íè ïîñëå. Ýòà ôîðìóëà âîñõèùàëà
íå îäíîãî ìåíÿ. Íàø çíàìåíèòûé
àêàäåìèê, ìàòåìàòèê è êîðàáëåñòðî-
èòåëü Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷ Êðûëîâ,
ñëîâà êîòîðîãî ÿ ïîñòàâèë ýïèãðà-
ôîì ê ýòîìó ðàçäåëó, âèäåë â ýòîé
ôîðìóëå ñèìâîë åäèíñòâà âñåé ìàòå-
ìàòèêè, èáî â íåé «�1 ïðåäñòàâëÿåò
àðèôìåòèêó, i � àëãåáðó, π  � ãåî-
ìåòðèþ è å � àíàëèç».

Ìîæíî î÷åíü ìíîãîå ñêàçàòü î
òâîðöå ýòîé ôîðìóëû Ëåîíàðäå Ýé-
ëåðå (1707�1783) � ãåíèàëüíîì
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, ìåõàíèêå è àñ-
òðîíîìå, ïðîæèâøåì çíà÷èòåëüíóþ
÷àñòü ñâîåé æèçíè â Ðîññèè è ïîõî-
ðîíåííîì â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå.

Ëåîíàðä Ýéëåð � îäèí èç âåëè÷àé-
øèõ òðóæåíèêîâ â èñòîðèè íàóêè.
Åìó ïðèíàäëåæèò 865 èññëåäîâàíèé
ïî ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì ïðîáëå-
ìàì. Â 1909 ãîäó øâåéöàðñêîå åñòå-
ñòâåííîíàó÷íîå îáùåñòâî ïðèñòóïè-
ëî ê èçäàíèþ ïîëíîãî ñîáðàíèÿ ñî-
÷èíåíèé Ýéëåðà. Ñ òåõ ïîð ïðîøåë
ñðîê áîëüøèé, ÷åì âñÿ æèçíü Ýéëå-
ðà, èçäàíî îêîëî ñåìèäåñÿòè òîìîâ
åãî ñî÷èíåíèé, à èçäàíèå åùå íå
çàêîí÷åíî.

Ïåðåïèñêà Ýéëåðà  ñîñòàâëÿåò ñâû-
øå 3000 ïèñåì. Óæå îäíî ýòî �
ñâèäåòåëüñòâî íåîáûêíîâåííîãî íðàâ-
ñòâåííîãî îáëèêà ó÷åíîãî: äóðíûì
ëþäÿì ïèñåì íå ïèøóò. Âñå ó÷åíûå,
ñîâðåìåííèêè Ýéëåðà, äåëèëèñü ñ
íèì ïëîäàìè ñâîèõ ðàçìûøëåíèé,
ïðîñèëè âûñêàçàòü ñâîå ñóæäåíèå ïî
èíòåðåñóþùèì èõ ïðîáëåìàì è âñå-
ãäà íàõîäèëè îòêëèê è ïîääåðæêó.

Äóøåâíàÿ êðàñîòà Ýéëåðà îòðàçè-
ëàñü âî ìíîæåñòâå åãî ïîñòóïêîâ. Â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ÿ ðàññêàçûâàë
î òîì, êàê Ýéëåð ñòàðàëñÿ óòâåðäèòü
ïðèîðèòåò Ôåðìà. Êîãäà ìîëîäîé
Ëàãðàíæ (î íåì ðå÷ü âïåðåäè) ïî-
ñâÿòèë Ýéëåðà â ñâîè èññëåäîâàíèÿ
â îáëàñòè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ, Ýéëåð íàïðàâèë åìó ïèñüìî (îò
2 äåêàáðÿ 1759 ãîäà, Ëàãðàíæó áûëî
òîãäà 23 ãîäà), è ÿ íå ìîãó íå ïðèâå-
ñòè åãî ñëîâà, ñëîâà âûñîêîãî äóõîâ-
íîãî áëàãîðîäñòâà:

«Òâîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èçî-
ïåðèìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîäåð-
æèò, íàñêîëüêî ÿ âèæó, âñå, ÷òî
òîëüêî ìîæíî æåëàòü â ýòîé îáëàñ-
òè, è ÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðàä, ÷òî ýòà
òåîðèÿ, êîòîðîé ïîñëå ìîèõ ïåðâûõ
ïîïûòîê ÿ çàíèìàëñÿ åäâà ëè íå

îäèí, äîâåäåíà äî âåëè÷àéøåãî ñî-
âåðøåíñòâà. Âàæíîñòü âîïðîñà ïî-
áóäèëà ìåíÿ ê òîìó, ÷òî ÿ ñ ïîìîùüþ
òâîåãî îñâåùåíèÿ ñàì âûâåë àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå; ÿ, îäíàêî, ðåøèë
ñêðûâàòü ýòî, ïîêà òû íå îïóáëèêó-
åøü ñâîè ðåçóëüòàòû, òàê êàê ÿ íèêî-
èì îáðàçîì íå õî÷ó îòíèìàòü ÷àñòü
çàñëóæåííîé òîáîþ ñëàâû».

Òåîðåìà 3. e
iπ = −�1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùóþ ôîðìóëó (îíà íîñèò íàçâàíèå
áèíîì Íüþòîíà):
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Ïðèìåíèì ôîðìóëó áèíîìà Íüþ-
òîíà:
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(çäåñü ìû âûïèñàëè òîëüêî íåñêîëü-
êî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ). Ïå-
ðåéäåì â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ê
ïðåäåëó ïðè n → ∞ è ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä:

e
k

= + + + + + +1
1

1

1
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1

3

1

! ! ! !
K K

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ôîðìàëüíûé ïå-
ðåõîä ê ïðåäåëó äàåò òàêîé ðÿä.
Ïîñêîëüêó (k + 1)-å ñëàãàåìîå èìååò
âèä

1
1

1
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1
1
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HG

I
KJn n

k

n

k

K

!
è ïðè n → ∞ ñîìíîæèòåëè â ÷èñëè-
òåëå ñòðåìÿòñÿ ê 1, òî (k + 1)-å

ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê 
1

k
! Êîíå÷íî, ñ

òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîãî ìàòåìà-
òèêà, ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íåîá-
õîäèìî ñòðîãî îáîñíîâàòü. Íî âî

âðåìåíà Ýéëåðà ê âîïðîñó î ïðàâî-
ìåðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ïîäõîäè-
ëè äîâîëüíî ñâîáîäíî. Ñàì Ýéëåð â
ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ïîñòóïàë î÷åíü
ñìåëî è ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îêàçû-
âàëñÿ ïðàâ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ðàçëîæåíèå
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Ýòî ðàçëîæåíèå âïåðâûå áûëî ïîëó-
÷åíî èìåííî Ýéëåðîì, è â åãî ÷åñòü
÷èñëî å ïîëó÷èëî ñâîå îáîçíà÷åíèå:
å åñòü ïåðâàÿ áóêâà ôàìèëèè Euler.

Åùå çàäîëãî äî Ýéëåðà áûëè èçâå-
ñòíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ñèíóñà è
êîñèíóñà:
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Ãåíèàëüíàÿ èäåÿ Ýéëåðà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ e

x  ìîæíî
ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê äåéñòâèòåëü-
íûì, íî è ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì:

e z
z z z zz = + + + + + +1
2 3 4 5

2 3 4 5

! ! ! !
K,

ãäå z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå
÷èñëî. Ïîäñòàâèì â ýòó ôîðìóëó z =
= πi  (ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, ò.å.
i2  = �1):

e i
i iiπ π

π π
= + + + +1

2 3

2 3b g b g
! !

+ 
π πi ib g b g4 5

4 5! !
+ + =K

= 1
2

2

+ −π
π

i
!
 � 

3 4 5

3 4 5

+ + =
π π π

i i
! ! !

K

= 1
2 4

2 4

− + −
F

H
G

I

K
J +

π π
! !

K

+ i π
π π

− + −
F

H
G

I

K
J =

3 5

3 5! !
K

= cos p + i sin p = �1.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Ïîçäíåå, êîãäà ïîÿâèëàñü ñòðîãàÿ

òåîðèÿ ðÿäîâ, ïîäîáíûå âûâîäû,
âîñõîäÿùèå ê Ýéëåðó, áûëè ïîä-
òâåðæäåíû, à âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðèçíàíû çàêîííûìè.

(Продолжение следует)

2 Êâàíò ¹ 2


