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Ñ.ÍÅ×ÀÅÂ

О запутанных веревках
и топологии полимерных

цепей

К ÀÊ Î×ÈÑÒÈÒÜ ÀÏÅËÜÑÈÍ,
íå ñíèìàÿ ñ íåãî êîæó? Ìîæ-
íî ëè ïðèãîòîâèòü îìëåò èç

íåðàçáèòûõ ÿèö? Óäàñòñÿ ëè ãëàäêî
(áåç ìàêóøåê) ïðè÷åñàòü âîëîñàòûé
áèëüÿðäíûé øàð èëè òîð (áóáëèê),
íà êîòîðîì âäðóã âûðîñëè âîëîñû?
Ïî÷åìó íåëüçÿ çàâÿçàòü óçåë íà òå-
ëåãðàôíîì ïðîâîäå, òÿíóùåìñÿ âäîëü
ëèíèè æåëåçíîé äîðîãè? Ýòè è ïî-
äîáíûå, ÷àñòî çàíèìàòåëüíûå, à èíîã-
äà êàæóùèåñÿ íàèâíûìè, âîïðîñû
èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå
ê òîïîëîãèè. Íàñ æå áóäåò èíòåðåñî-
âàòü äîâîëüíî óçêèé êðóã ïðîáëåì,
ñâÿçàííûõ ñ òàê íàçûâàåìîé íèçêî-
ðàçìåðíîé òîïîëîãèåé, ò.å. ñ òîïîëî-
ãèåé ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ äëèííûå
ïåðåïóòàííûå ëèíåéíûå íèòè ñîâåð-
øåííî ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðè-
ðîäû. Â êà÷åñòâå òàêèõ îáúåêòîâ
ìîãóò âûñòóïàòü ïîëèìåðíûå öåïè,
âèõðåâûå ëèíèè â æèäêîì ãåëèè è
ñâåðõïðîâîäíèêàõ, ñòðóíû â êâàíòî-
âîé òåîðèè ïîëÿ è ò.ï.

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì
íèçêîðàçìåðíîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè óçëîâ è
çàöåïëåíèé, à òàêæå çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ
óçëîâ, ò.å. òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ëè-
íåéíûõ îáúåêòîâ (íèòåé), êîòîðûå
íå çàâèñÿò îò ôîðìû íèòè, íà êîòî-
ðîé ýòîò óçåë çàâÿçàí, è íå ìåíÿþòñÿ
ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèÿõ.
Âîîáùå, î íàñòîÿùèõ óçëàõ èëè çà-
öåïëåíèÿõ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè êîíöû íèòè îòñóò-
ñòâóþò � ëèáî íèòü çàìêíóòà, ëèáî
êîíöû óâåäåíû íà áåñêîíå÷íîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàëè÷èè ñâî-
áîäíûõ êîíöîâ ìû âñåãäà ìîæåì ñ
ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè
íèòè ñîâìåñòèòü ëþáûå äâå ïðîèç-
âîëüíûå êîíôèãóðàöèè äðóã ñ äðó-
ãîì. Ïîýòîìó äëÿ íåçàìêíóòûõ íè-
òåé ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü î
êâàçèóçëàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

óçëû, çàâÿçàííûå íà çàìêíóòîé êðè-
âîé, ñîñòàâëåííîé èç ñàìîé íèòè è,
ñêàæåì, îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîí-
öû íèòè. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà
óçåë èìååò ðàçìåð, ñóùåñòâåííî ìåíü-
øèé, ÷åì äëèíà íèòè, ðàçíèöà ìåæ-
äó óçëàìè è êâàçèóçëàìè íåçíà÷è-
òåëüíà.

Èñòîðèÿ äîíåñëà äî íàñ èìÿ îäíî-
ãî èç ïåðâûõ òîïîëîãîâ-ýêñïåðèìåí-
òàòîðîâ Ãîðäèÿ, óçåë êîòîðîãî, ïî
ïðåäàíèþ, Àëåêñàíäð Ìàêåäîíñêèé,
áóäó÷è íå â ñèëàõ ðàçâÿçàòü, ïðîñòî
ðàçðóáèë. Êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî,
ñîâðåìåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïî-
ëîãèÿ îò÷àñòè ïîçàèìñòâîâàëà èäåþ
Àëåêñàíäðà Ìàêåäîíñêîãî äëÿ ïîñò-
ðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ
óçëîâ. (Â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ â ýòó
ïðîáëåìó ïîëåçíî ïðî÷èòàòü ñòàòüþ
[1].) Âïðî÷åì, çíàíèå òîïîëîãè÷åñ-
êèõ èíâàðèàíòîâ è óìåíèå êëàññè-
ôèöèðîâàòü óçëû è çàöåïëåíèÿ, óâû,
íå ïîìîãàåò íàì ðàçâÿçûâàòü òóãî
çàòÿíóòûå óçëû íà øíóðêàõ áîòè-
íîê. Ðàñïëåòàÿ ïåðåïóòàâøèåñÿ âå-
ðåâêè, ìû äàæå íå óäèâëÿåìñÿ òîìó,
÷òî äëèííûå íèòè, ïðåäîñòàâëåííûå
ñàìèì ñåáå, èìåþò îñîáåííîñòü çàïó-
òûâàòüñÿ íàèáîëåå íåïðèÿòíûì îá-
ðàçîì èç âñåõ âîçìîæíûõ. Ìû òîëü-
êî ãîðüêî âçäûõàåì, êîãäà óæå ïî-
÷òè ðàñïóòàííûé ìîòîê ïðÿæè ñëó-
÷àéíî ïàäàåò íà ïîë è ïîïàäàåò â
ëàïû ëþáîïûòíîìó êîòåíêó, ïîòîìó
÷òî ïðåêðàñíî ïîíèìàåì, ÷òî íàø
òðóä ïîøåë íàñìàðêó è íóæíî çàíî-
âî íà÷èíàòü êðîïîòëèâóþ ðàáîòó.

Êàê ïðàâèëî, ìû íå çàäóìûâàåìñÿ
îá èñòèííûõ ïðè÷èíàõ òàêîé «íå-
ñïðàâåäëèâîñòè», ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòî îäíî
èç ïðîÿâëåíèé îáùåãî æèçíåííîãî
çàêîíà: íåïðèÿòíûå âåùè ïðîèñõî-
äÿò ÷àùå, ÷åì ïðèÿòíûå, è áóòåðá-
ðîä îáû÷íî ïàäàåò ìàñëîì âíèç. È
ìû ñîâåðøåííî íå îòäàåì ñåáå îò÷åòà
â òîì, ÷òî ñàìîïðîèçâîëüíîå çàïóòû-
âàíèå äëèííûõ íèòåé óïðàâëÿåòñÿ

çàêîíàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íååâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óç-
ëîâ, ò.å. òàêîãî ãèïîòåòè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå âîç-
ìîæíûå óçëû è â êîòîðîì åñòü ïîíÿ-
òèå ìåòðèêè, èëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñîñåäíèìè ïî ñëîæíîñòè óçëàìè: ÷åì
áîëåå ðàçëè÷àþòñÿ ïî òîïîëîãè÷åñ-
êîìó òèïó óçëû, òåì áîëüøå ìåæäó
íèìè ðàññòîÿíèå â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Â òîïîëîãèè òàêîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàçûâàþò óíèâåðñàëüíîé íà-
êðûâàþùåé. Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðî-
åíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è îïèñàíèå
åãî ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
ñëîæíîé çàäà÷åé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, ê
êîòîðûì ìû è ïåðåéäåì ÷óòü ïîçæå,
ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü îïèñà-
íî â íàãëÿäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåð-
ìèíàõ.

Èòàê, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî, äëÿ òîãî
÷òîáû ñòðîãî ïî-íàó÷íîìó ðàñïóòàòü
êëóáîê âåðåâîê, íåîáõîäèìî ñíà÷à-
ëà èçó÷èòü òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, à
çàòåì åùå è ðàçîáðàòüñÿ â òîì, ÷òî
òàêîå íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ Ëîáà-
÷åâñêîãî�Ðèìàíà.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå,
îòâëå÷åìñÿ íåíàäîëãî è îáñóäèì íå-
êîòîðûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, â êî-
òîðûõ òîïîëîãè÷åñêèå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Â
ñàìîì íà÷àëå óæå óïîìèíàëèñü ïî-
ëèìåðû � äëèííûå öåïè, ñîñòîÿùèå
èç äåñÿòêîâ è ñîòåí òûñÿ÷ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ ýëåìåíòàðíûõ
áëîêîâ � ìîíîìåðîâ. Îáúåäèíåíèå
ìîíîìåðîâ â öåïíûå ìîëåêóëû ïðèí-
öèïèàëüíûì îáðàçîì ìåíÿåò âñå ñòà-
òèñòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïîëèìåðíûå ìîëåêóëû
ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ ñî ñòîðîíû ñðåäû, ìîãóò
ôëóêòóèðîâàòü, ïðèíèìàÿ âåñüìà
ïðè÷óäëèâûå êîíôèãóðàöèè â ïðî-
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ñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå è çàâÿçûâàÿñü
â óçëû. Íàëè÷èå öåïíîé ñòðóêòóðû
ïîðîæäàåò öåëûé ðÿä îñîáåííîñòåé
ôèçè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàêðîìîëå-
êóëÿðíûõ ñèñòåì: òàê íàçûâàåìóþ
ëèíåéíóþ ïàìÿòü (ò.å. ñòðîãî óñòà-
íîâëåííîå ïîëîæåíèå êàæäîãî ìî-
íîìåðà âäîëü öåïè); îãðàíè÷åíèÿ íà
íåçàâèñèìîå ïåðåìåùåíèå ìîíîìå-
ðîâ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ õèìè÷åñêèõ
ñâÿçåé; áîëüøèå ïðîñòðàíñòâåííûå
ôëóêòóàöèè (ò.å. äàæå îòäåëüíàÿ
ìàêðîìîëåêóëà ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû). (Ïîäðîáíåå î ôèçèêå ïîëè-
ìåðîâ ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèæêå
[2].)

Íàëè÷èå ëèíåéíîé ïàìÿòè âåäåò ê
òîìó, ÷òî ðàçëè÷íûå ÷àñòè ïîëèìåð-
íîé ìîëåêóëû, ôëóêòóèðóþùèå â
ïðîñòðàíñòâå, íå ìîãóò «ïðîõîäèòü
ñêâîçü äðóã äðóãà» íåïðåðûâíûì
îáðàçîì (áåç ðàçðûâà öåïè). Äëÿ
ñèñòåìû êîëüöåâûõ öåïåé ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè äîñòóïíûìè
äðóã äëÿ äðóãà ÿâëÿþòñÿ ëèøü òå
êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ñîâìåùåíû äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ
íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(ðèñ.1).

Î÷åíü ÷àñòî ïîëèìåðû ìîäåëèðó-
þò òðàåêòîðèÿìè ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ, ïðè êîòîðîì êàæäûé ñëåäóþ-
ùèé øàã ñëó÷àåí è ñîâåðøåííî íåçà-
âèñèì îò âñåõ ïðåäûäóùèõ. Òàêîå
äâèæåíèå ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò áðî-
óíîâñêèì � â ÷åñòü áèîëîãà Áðîóíà,
âïåðâûå íàáëþäàâøåãî õàîòè÷åñêîå
äâèæåíèå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòè-
÷åê öâåòî÷íîé ïûëüöû â æèäêîñòè.
Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæå-
íèè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö äàåò èãðà â
æìóðêè: âîäÿùèé, ó êîòîðîãî çàâÿ-
çàíû ãëàçà, � ýòî ÷àñòèöà ïûëüöû, à
ïðèÿòåëè âîäÿùåãî, êîòîðûõ îí õî-

÷åò äîãíàòü, èãðàþò ðîëü ñëó÷àéíûõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ ñî ñòîðîíû ñðåäû
íà ÷àñòèöó. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî âî-
äÿùèé êàæäûé øàã äåëàåò â ñëó÷àé-
íîì íàïðàâëåíèè, íåòðóäíî îöåíèòü,
êàê äàëåêî â ñðåäíåì âîäÿùèé îòîé-
äåò îò èñõîäíîé òî÷êè çà N øàãîâ.

Ïóñòü RN
→

 � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ
âîäÿùåãî çà N øàãîâ è ïóñòü îí
äåëàåò øàãè a

→
1, a

→
2 , �, aN

→
ðàâíîé

äëèíû à ñëó÷àéíî â ëþáîì èç íà-
ïðàâëåíèé íà þã, ñåâåð, çàïàä, âîñ-
òîê (áåç ïðåäïî÷òåíèÿ êàêîãî-ëèáî
íàïðàâëåíèÿ). Ïðåäñòàâèì RN

→
 (ñ÷è-

òàÿ R0

→
 = 0) â âèäå

R R RN N N

aN

→ →

−

→
= −F

HG
I
KJ +

→

1

6 744 844

+ R RN N

aN

−

→

−

→
−F

HG
I
KJ +

−
→

1 2

1
6 744 844

K

K

6 74 84 6 74 84

+ −F
HG

I
KJ + −F

HG
I
KJ

→ → → →

→ →

R R R R

a a

2 1 1 0

2 1

.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì

R a a aN N N

→ → →

−

→
= + + + +

2 2

1

2

1

2

K ×2

×(âñå ÷ëåíû âèäà a aj k

→ →
 ñ j k≠ ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî aj  = à, à çíà÷åíèå
âñåõ ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ â ñðåäíåì
ðàâíî íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî âîäÿùèé
óäàëèòñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè çà N
øàãîâ â ñðåäíåì íà ðàññòîÿíèå

R R a NN N≡ =2 .

Íåòðóäíî ïðèêèíóòü, ñêîëüêî ýòî:
ñ÷èòàÿ äëèíó øàãà ðàâíîé ïðèìåðíî
îäíîìó ìåòðó, à ÷èñëî ñäåëàííûõ
øàãîâ ðàâíûì, ñêàæåì, 100, ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî ïðÿìîé ìåæ-
äó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè â
ñðåäíåì ñîñòàâèò âñåãî a N  = 10 ì,
â òî âðåìÿ êàê îáùàÿ äëèíà ïðîéäåí-
íîãî ïóòè aN = 100 ì.

Òåïåðü ìû ìîæåì îöåíèòü âåðîÿò-
íîñòü PN  òîãî, ÷òî ïîñëå N ñëó÷àé-
íûõ øàãîâ âîäÿùèé îêàæåòñÿ íà
ðàññòîÿíèè íå áîëåå îäíîãî øàãà îò
òîé òî÷êè, îòêóäà íà÷àë äâèãàòüñÿ.
Ñ÷èòàÿ (î÷åíü ãðóáî), ÷òî â ïðåäå-
ëàõ êðóãà ðàäèóñîì RN  = a N
ìîæíî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îêà-
çàòüñÿ â ëþáîé òî÷êå (â òîì ÷èñëå è
â òîé, îòêóäà âûøåë), âåðîÿòíîñòü
PN  îöåíèì êàê PN¾ a S2 , ãäå S =
= πRN

2
 = πa N2

 � ïëîùàäü êðóãà
ðàäèóñîì RN . Äëÿ ïðèâåäåííûõ

âûøå çíà÷åíèé à = 1 ì è N = 100
ïîëó÷àåì PN ≈  1/314. Ýòîò îòâåò
íàäî ïîíèìàòü òàê: åñëè èãðàòü â
æìóðêè êàæäûé äåíü â òå÷åíèå 314
äíåé (ò.å. îêîëî 10 ìåñÿöåâ) è âîäÿ-
ùèé áóäåò â êàæäîé èãðå äåëàòü 100
øàãîâ, òî ïðèìåðíî 1 ðàç çà âñå ýòî
âðåìÿ îí ñëó÷àéíî íà ïîñëåäíåì
øàãå îêàæåòñÿ âáëèçè òîé òî÷êè, â
êîòîðîé îí íà÷àë âîäèòü. Ìàëî ýòî
èëè ìíîãî? Âñå çàâèñèò îò òîãî, ÷òî
ñ ÷åì ñðàâíèâàòü�

Èòàê, âîçâðàùàÿñü îò èãðû â æìóð-
êè ê ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì, íå-
òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèâåäåííûå
âû÷èñëåíèÿ äëÿ PN  äàþò îöåíêó
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå èç N øàãîâ ñ äëèíîé
øàãà à, áåç ó÷åòà êàêèõ-ëèáî òîïî-
ëîãè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé, íà ïëîñ-
êîñòè îáðàçóåò çàìêíóòóþ ïåòëþ
(êîëüöî). Åñëè ñëó÷àéíîå áëóæäà-
íèå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ âî âñåì
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, âåðîÿò-
íîñòü îáðàçîâàíèÿ êîëüöà ïîñëå
N øàãîâ åñòü PN¾ a3/V, ãäå V =

= 4 33πRN  = 4 3
3

π a Ne j  � îáúåì

øàðà ðàäèóñîì RN .
Òåïåðü ìû ïîäãîòîâëåíû ê òîìó,

÷òîáû ïîïûòàòüñÿ îòâåòèòü íà íàáî-
ëåâøèé âîïðîñ: ïî÷åìó ìîòîê âåðå-
âîê, åñëè åãî òðÿñòè è äåðãàòü êîíöû
âåðåâîê ñëó÷àéíî â ïðîèçâîëüíûå
ñòîðîíû, ñ ãîðàçäî áîëüøåé âåðîÿò-
íîñòüþ çàïóòàåòñÿ, ÷åì ðàñïóòàåò-
ñÿ?

Âîñïîëüçóåìñÿ âíîâü ãåîìåòðè÷åñ-
êè íàãëÿäíîé àíàëîãèåé ñ èãðîé â
æìóðêè, íî ïóñòü òåïåðü èãðà ïðîèñ-
õîäèò â ãóñòîì ëåñó è èãðàþùèå
áåãàþò ìåæäó äåðåâüÿìè. (Ïðåäóï-
ðåæäåíèå: àâòîð ñòàòüè íå íåñåò îò-
âåòñòâåííîñòè çà ïîñëåäñòâèÿ ñòîëê-
íîâåíèé èãðîêîâ ñ äåðåâüÿìè.) Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âîäÿùèé ïîñëå N øàãîâ âåðíåòñÿ
â èñõîäíóþ òî÷êó ïðè óñëîâèè, ÷òî
òðàåêòîðèÿ, ïî êîòîðîé îí äâèãàë-
ñÿ ìåæäó äåðåâüÿìè, íå çàöåïèëàñü
íè çà îäíî äåðåâî. Óòî÷íèì, ÷òî
ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä «íåçàöåïëåí-
íûìè» çà äåðåâüÿ òðàåêòîðèÿìè. Åñëè
âäîëü ïóòè âîäÿùåãî (ñ ìîìåíòà
âûõîäà èç íà÷àëüíîé òî÷êè äî ìî-
ìåíòà âîçâðàùåíèÿ â íåå æå) ïîëî-
æèòü íàòÿíóòóþ ðåçèíîâóþ íèòü, òî
íåçàöåïëåííûì çà äåðåâüÿ òðàåêòî-
ðèÿì îòâå÷àþò òàêèå êîíôèãóðàöèè
ðåçèíêè, êîòîðûå ìîæíî íåïðåðûâ-
íîé äåôîðìàöèåé (ò.å. íå ðàçðûâàÿ
íèòè) ñòÿíóòü â òî÷êó (ðèñ.2). Åñëè
ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, òî ñîîòâåòñòâó-

C

A

B

Рис.1. Непрерывной деформацией нити
узел А можно совместить с узлом В, но
нельзя совместить с узлом С
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Рис.3. а) Решеточная версия модели ИЖЛ; б) соответствующая траектория на дереве Кейли

þùèå òðàåêòîðèè ñ÷èòàþòñÿ çàöåï-
ëåííûìè çà äåðåâüÿ.

Îòêðîåì ñåêðåò: ôèçèêè ÷àñòî ðå-
øàþò ñõîäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà-
÷è è äàæå èñïîëüçóþò â ðàáîòå íà-
ãëÿäíûå îáðàçû, ïîäñìîòðåííûå â
ïîâñåäíåâíîé æèçíè, íî ïðè ýòîì
ïî÷åìó-òî ñòåñíÿþòñÿ ïóáëèêîâàòü â
ñåðüåçíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ ñòà-
òüè, êîòîðûå, ñêàæåì, íàçûâàëèñü
áû òàê: «Î òîïîëîãèè èãðû â æìóð-
êè â ëåñó» èëè «Î âåðîÿòíîñòè ðàç-
âÿçûâàíèÿ øíóðêîâ ïðè áûñòðîé
õîäüáå». Âìåñòî ýòîãî ó÷åíûå ñ ñåðü-
åçíûì âèäîì ïðåäïî÷èòàþò ãîâîðèòü
è ïèñàòü îá óçëàõ â ïîëèìåðíûõ
ñèñòåìàõ èëè î òîïîëîãèè âèõðåâûõ
ëèíèé â ñâåðõïðîâîäíèêàõ.

Íó ÷òî æ, ðàç òàê ïðèíÿòî, íå
áóäåì íàðóøàòü òðàäèöèþ è ñêàæåì,
÷òî ìîäåëü ÈÆË � Èãðà â Æìóðêè
â Ëåñó � ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
îáùåïðèçíàííîé ìîäåëüþ, îïèñûâà-
þùåé òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà
ñèñòåìû áîëüøîãî ÷èñëà ïîëèìåð-
íûõ öåïåé ñ òîïîëîãè÷åñêèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì îáû÷íî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåòêà ïðåïÿòñòâèé
(ëåñ) ìîäåëèðóåò çàöåïëåíèÿ «ïðîá-
íîé» öåïè (òðàåêòîðèè âîäÿùåãî) çà
äðóãèå öåïè ñèñòåìû («âíåøíåé ñðå-
äû»). Ïðåíåáðåãàÿ ôëóêòóàöèÿìè
ñðåäû (ò.å. ñ÷èòàÿ, ÷òî äåðåâüÿ ñòîÿò
íà ìåñòå), à òàêæå òîïîëîãè÷åñêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè, êîòîðûå ïðîáíàÿ
öåïü ñîçäàåò ñàìà äëÿ ñåáÿ (âîäÿùèé
ìîæåò ñïîêîéíî íåñêîëüêî ðàç ïðî-
õîäèòü ïî îäíîìó è òîìó æå ìåñòó),
ìû òåðÿåì èíôîðìàöèþ î òîì, êàê
âëèÿåò ïðîáíàÿ öåïü íà ñðåäó, îäíà-
êî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ìîæåì ñäåëàòü
èíòåðåñíûå âûâîäû î ñòàòèñòèêå
ïðîáíîé öåïè.

Òðåõìåðíóþ ìîäåëü ÈÆË ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå èç N
øàãîâ ïîìåùåíî ìåæäó ðåáðàìè êó-
áè÷åñêîé ðåøåòêè è òðàåêòîðèÿ íå

ìîæåò ïåðåñåêàòü («ïðîõîäèòü
ñêâîçü») íèêàêîå ðåáðî ðåøåòêè. Ýòà
ñèñòåìà óæå ñîäåðæèò îñíîâíûå ÷åð-
òû êëóáêà ïåðåïóòàííûõ âåðåâîê:
ðåáðà ðåøåòêè � ýòî ó÷àñòêè ðàçëè÷-
íûõ íèòåé, ñîçäàþùèõ òîïîëîãè÷åñ-
êèå îãðàíè÷åíèÿ, à ñëó÷àéíîå áëóæ-
äàíèå � ýòî íèòü, êîòîðóþ ìû õîòèì
âûïóòàòü èç êëóáêà, õàîòè÷åñêè äåð-
ãàÿ åå â ðàçíûå ñòîðîíû. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà
âîïðîñ î âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî
âûïóòûâàíèÿ íèòè, íåîáõîäèìî âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèòü,
ôëóêòóèðóÿ, ñëó÷àéíî îáðàçóåò çàì-
êíóòîå êîëüöî, íå çàöåïëåííîå çà
ðåáðà ðåøåòêè.

Íà÷íåì ñ äâóìåðíîãî ðåøåòî÷íîãî
âàðèàíòà ìîäåëè ÈÆË. Â ýòîì ñëó-
÷àå òðàåêòîðèÿ âîäÿùåãî � ýòî ñëó-
÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ðåáðàì êâàä-
ðàòíîé ðåøåòêè, à äåðåâüÿ (ïðåïÿò-
ñòâèÿ) ðàñïîëîæåíû íà ðåøåòêå,
ñäâèíóòîé íà ïîëîâèíó ïåðèîäà (ðèñ.
3,à). Íà êàæäîì øàãå ó âîäÿùåãî
åñòü 4 îäèíàêîâûå âîçìîæíîñòè ïîé-
òè â ðàçíûå ñòîðîíû, íî åñëè ìû
õîòèì, ÷òîáû ïîñëå N øàãîâ òðàåê-
òîðèÿ áûëà çàìêíóòà è íå çàöåïëåíà
çà äåðåâüÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âîäÿ-
ùèé ñäåëàë ñòîëüêî æå øàãîâ íà þã,
ñêîëüêî íà ñåâåð, è ñòîëüêî æå øàãîâ
íà çàïàä, ñêîëüêî íà âîñòîê, è ÷òîáû
òðàåêòîðèÿ ïîëíîñòüþ ñîñòîÿëà èç
«øïèëåê», ò.å. ñëîæåííûõ âäâîå,
â÷åòâåðî è ò.ä. êóñêîâ � òîëüêî â
ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ íå áóäåò çà-
öåïëåíà çà äåðåâüÿ. Èíûìè ñëîâà-
ìè, òðàåêòîðèÿ âîäÿùåãî äîëæíà
èìåòü ñòðóêòóðó ñëó÷àéíî âåòâÿùå-
ãîñÿ äåðåâà, ñîñòàâëåííîãî èç ó÷àñò-
êîâ, ïðîéäåííûõ «òóäà è îáðàòíî».
Áóäåì ïîñòåïåííî «ñòÿãèâàòü» òðà-
åêòîðèþ, ñ÷èòàÿ åå ðåçèíîâîé. Òîã-
äà, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîêðàùàÿ
øïèëüêè, ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ñòÿíó-
òà â òî÷êó.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

äðåâåñíàÿ ñòðóêòóðà äîñòàòî÷íà äëÿ
ñòÿãèâàåìîñòè òðàåêòîðèè. Äîêàçà-
òåëüñòâî æå íåîáõîäèìîñòè òîãî,
÷òî òðàåêòîðèþ âîäÿùåãî ìîæíî ñòÿ-
íóòü â òî÷êó íåïðåðûâíîé äåôîðìà-
öèåé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåê-
òîðèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ïóòè íà äåðåâå, ìû ïðåäñòàâ-
ëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

Èòàê, ó íàñ åñòü äâà óñëîâèÿ:
à) òðàåêòîðèÿ äîëæíà áûòü çàìêíó-
òà è á) òðàåêòîðèÿ äîëæíà èìåòü âèä
ñëó÷àéíî âåòâÿùåãîñÿ äåðåâà. Îáà
ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïðî-
èñõîäèò íà ãðàôå, èìåþùèì ñòðóê-
òóðó äåðåâà ñ ÷åòûðüìÿ âåòâÿìè
(ðèñ.3,á). Â ñàìîì äåëå, íà òàêîì
ãðàôå, èìåþùèì íàçâàíèå äåðåâà
Êåéëè, íåò äðóãîé âîçìîæíîñòè ïîñ-
ëå N øàãîâ âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ
òî÷êó, êàê ïðîéòè ïî êàæäîé âåòâè
äåðåâà âïåðåä-íàçàä, ñäåëàâ øïèëü-
êó. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, êàê äàëå-
êî ìû óéäåì ïî äåðåâó Êåéëè îò
íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè («êîð-
íÿ») çà N ñëó÷àéíûõ øàãîâ. Íà
êàæäîì øàãå ó íàñ èìååòñÿ 3 âîç-
ìîæíîñòè èç 4 ïîéòè îò êîðíÿ (â
íàïðàâëåíèè «+») è ê êîðíþ (â
íàïðàâëåíèè «�»). Ñîîòâåòñòâåííî,
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå KN , íà êîòî-
ðîå ìîæíî óéòè çà N øàãîâ, åñòü

K N NN = ⋅ + + ⋅ −
F
HG

I
KJ =

3

4
1

1

4
1

1

2
b g b g .

Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû ãðóáî îöå-
íèòü âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ ïðè
ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî äåðåâó
Êåéëè â èñõîäíóþ òî÷êó (â êîðåíü
äåðåâà), âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ îöåí-
êîé PN¾ 1/S, ãäå S � ÷èñëî âñåõ
âåðøèí äåðåâà Êåéëè âíóòðè ðàäèó-
ñà K = KN . Âåëè÷èíó S ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè: â òî÷êå K = 0 èìååòñÿ îäíà
âåðøèíà (êîðåíü äåðåâà), íà ðàññòî-

Рис.2. Пример траектории, не зацеплен-
ной за деревья
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Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âîçâðà-
ùåíèÿ â èñõîäíóþ òî÷êó ìîæíî îöå-

íèòü êàê PN¾
1 2 3e j

NF
H

I
K , ÷òî ïðè

N = 100 ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî

PN¾1 1 43 1024, ⋅e j . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè èãðàòü â æìóðêè â ëåñó êàæ-
äûé äåíü, òî ïðèìåðíî 1 ðàç â
4 1021⋅  ëåò âîäÿùèé íå òîëüêî ñëó-
÷àéíî âåðíåòñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó,
íî è åãî òðàåêòîðèÿ èç 100 øàãîâ
ñëó÷àéíî îêàæåòñÿ íåçàöåïëåííîé
çà äåðåâüÿ!

Ñîîòâåòñòâåííî, â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíî-
ãî ñàìîïðîèçâîëüíîãî âûïóòûâàíèÿ
íèòè èç ðåøåòêè òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðåïÿòñòâèé îöåíèâàåòñÿ êàê
PN¾1/V, ãäå V � «îáúåì» äåðåâà
Êåéëè, îòâå÷àþùåãî áëóæäàíèþ íà
êóáè÷åñêîé ðåøåòêå. Â ýòîì ñëó÷àå
â êàæäîé âåðøèíå äåðåâà åñòü 6
âîçìîæíîñòåé ïîéòè ïî ðàçíûì íà-
ïðàâëåíèÿì, òàê êàê äåðåâî Êåéëè
èìååò 6 âåòâåé. Âû÷èñëÿÿ V òî÷íî
òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ïëî-
ùàäè S, ïîëó÷èì
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Ýòîò ðåçóëüòàò è äàñò îòâåò íà âîï-
ðîñ, ïî÷åìó, ñëó÷àéíî äåðãàÿ âåðåâ-

êó, íàõîäÿùóþñÿ â ïëîòíîì êëóáêå,
åå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî âûïó-
òàòü � âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáû-
òèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà!

Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêèé âîï-
ðîñ î ðàñïóòûâàíèè âåðåâîê ðàçðå-
øåí, è òåïåðü ìîæíî ïîäóìàòü, îò-
êóäà âçÿëîñü äåðåâî Êåéëè è êàêèì
îáðàçîì óäàëîñü íåçàìåòíî ïîäìå-
íèòü çàäà÷ó î ñëó÷àéíîì áëóæäà-
íèè ñðåäè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿò-
ñòâèé çàäà÷åé î áëóæäàíèè áåç êà-
êèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà äåðåâå,
èìåþùåì ñòðóêòóðó äåðåâà Êåéëè.

Äåðåâî Êåéëè � ýòî àíàëîã ôàçî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà óçëîâ, ìèìîõî-
äîì óïîìÿíóòîãî â íà÷àëå ñòàòüè.
Õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðàâèëüíåå
ãîâîðèòü î ïðîñòðàíñòâå çàöåïëå-
íèé, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî (ò.å.
êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà Êåéëè) îò-
âå÷àåò âïîëíå îïðåäåëåííîìó òèïó
çàöåïëåíèÿ òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ çà ðåøåòêó ïðåïÿòñòâèé.
Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ñðàçó æå
çàìåòèò, ÷òî ìíîãèå âåðøèíû äåðå-
âà Êåéëè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé
æå òî÷êå íà ïëîñêîñòè ñ òîïîëîãè-
÷åñêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè, íî ïðè ýòîì
ðàçíûå âåðøèíû äåðåâà îòâå÷àþò
ðàçíûì òîïîëîãè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì.
Òåì ñàìûì, êàæäàÿ òî÷êà äåðåâà
Êåéëè íåñåò èíôîðìàöèþ êàê î ãåî-
ìåòðè÷åñêîì ïîëîæåíèè êîíöà òðà-
åêòîðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, òàê
è î òîïîëîãèè ïóòè â ìîäåëè ÈÆË.

Ïîïðîáóåì íàðèñîâàòü äåðåâî
Êåéëè íà ëèñòå áóìàãè. Âûáåðåì
òî÷êó è áóäåì ñ÷èòàòü åå êîðíåì
äåðåâà. Ñ 1-ûì ïîêîëåíèåì ïðîáëåì
íåò � ìû âñåãäà ìîæåì íàðèñîâàòü
4 âåòâè, âûõîäÿùèå èç êîðíÿ òàê,
÷òî ñîñåäíèå âåòâè îáðàçóþò ïðÿ-
ìûå óãëû äðóã ñ äðóãîì. À âîò ÷òî
äåëàòü äàëüøå, åñëè ìû õîòèì, ÷òî-
áû âñå âåòâè èìåëè îäíó è òó æå
äëèíó, ÷òîáû óãîë ìåæäó ñîñåäíè-

ìè âåòâÿìè, âûõîäÿùèìè èç îäíîé
òî÷êè, áûë îäèí è òîò æå è ÷òîáû
íèêàêèå âåòâè íå êàñàëèñü, íå íà-
êëàäûâàëèñü è íå ïåðåñåêàëèñü? Íó
õîðîøî, âûáðàâ â ñëåäóþùåì ïî-
êîëåíèè óãîë ïîìåíüøå, ìû ïðî-
äâèíåìñÿ äàëüøå è ñìîæåì íàðèñî-
âàòü áåç ïåðåñå÷åíèé åùå 2�4 ïî-
êîëåíèÿ. À ïîòîì? Ïîñëå íåñêîëü-
êèõ (âîçìîæíî, è íåñêîëüêèõ äå-
ñÿòêîâ) íå î÷åíü óäà÷íûõ ïîïûòîê
íàì ïðèäåòñÿ ñìèðèòüñÿ ñ òåì ôàê-
òîì, ÷òî íà ëèñòå áóìàãè ïîñòðîèòü
äåðåâî Êåéëè áåç íàëîæåíèé, ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé, ñ îäíîé è òîé æå äëè-
íîé âåòâè è îäèíàêîâûìè óãëàìè
ìåæäó ñîñåäíèìè âåòâÿìè, ò.å. èçî-
ìåòðè÷åñêè, íåëüçÿ.

Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåðåâî Êåé-
ëè íå âêëàäûâàåòñÿ â åâêëèäîâó
ïëîñêîñòü, è âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì,
êàê äîëæíà áûòü óñòðîåíà ïîâåðõ-
íîñòü, â êîòîðîé ìîæíî èçîìåòðè-
÷åñêè (ò.å. áåç ïåðåñå÷åíèé è íàëî-
æåíèé) óëîæèòü äåðåâî Êåéëè. Ïîä-
ñ÷èòàåì, êàê ðàñòóò ïåðèìåòð è ïëî-
ùàäü äåðåâà Êåéëè. Ïåðèìåòðîì Ð
íàçîâåì ÷èñëî âåðøèí äåðåâà Êåé-
ëè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè K
øàãîâ îò êîðíÿ (ãäå K èãðàåò ðîëü
ðàäèóñà), òîãäà Ð = = 4 3 1⋅ −K . Ïëî-
ùàäü ìû óæå âû÷èñëÿëè � ýòî êî-
ëè÷åñòâî âñåõ âåðøèí äåðåâà Êåé-
ëè, ëåæàùèõ îò êîðíÿ íà ðàññòîÿ-
íèè íå áîëüøåì ÷åì K:  S = 2 3⋅ K �
� 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè K → ∞

  
P

S
→

2

3
.

Рис.4. а) Плоскость, замощенная ячейками – равносторонними треугольниками; б) началь-
ный этап построения плоскости Лобачевского, которую нельзя изометрически вложить в
плоскость
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Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, åñëè ïëîñ-
êîñòü çàìîùåíà ÿ÷åéêàìè � ðàâíî-
ñòîðîííèìè òðåóãîëüíèêàìè ñî ñòî-
ðîíîé, ðàâíîé 1 (ðèñ.4,à), íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü îòíîøåíèå ÷èñëà PK  âåð-
øèí òðåóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ íà
ãðàíèöå ðàâíîñòîðîííåãî øåñòè-
óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â òî÷êå Î è
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñîì
K, ê ÷èñëó SK  âñåõ âåðøèí òðåóãîëü-
íèêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó ðàâ-
íîñòîðîííåìó øåñòèóãîëüíèêó. Â
çàâèñèìîñòè îò K (K = 0, 1, 2,...)
âåëè÷èíà PK  ðàñòåò òàê: 1, 6, 6 2⋅ ,
6 3⋅ , 6 4⋅ , ..., 6 ⋅ K, â òî âðåìÿ êàê
SK  ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

SK  = 1 + Pj

j
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=
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1

, ÷òî äàåò S = 1 +
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê áóìàãå, íîæ-
íèöàì è êëåþ. Âûðåæåì èç áóìàãè
ðàâíîñòîðîííèé øåñòèóãîëüíèê, ðàç-
ðåæåì åãî ïî ðàäèóñó, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 4,á, è âêëåèì ìåæäó
ðàçðåçàìè «âûòî÷êó» â âèäå ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì «ðàâíîñòîðîííèé ñå-

ìèóãîëüíèê», êîòîðûé, îäíàêî, íå
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Èìåÿ â íàëè÷èè
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàâíîñòîðîí-
íèõ òðåóãîëüíèêîâ, áóäåì ïðèêëåè-
âàòü èõ ïî ïåðèìåòðó ñåìèóãîëüíèêà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé íî-
âîé âåðøèíå ñõîäèëèñü ðîâíî ñåìü
òðåóãîëüíèêîâ. Êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå, ïîäñ÷èòàåì îòíîøåíèå ÷èñëà
~PK

 âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ, ëåæà-
ùèõ íà ãðàíèöå ñåìèóãîëüíèêà ñ
öåíòðîì â òî÷êå Î, ê ÷èñëó ~SK

 âñåõ
âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ äàííîìó ñåìèóãîëüíèêó, íà-
ðèñîâàííîìó íà íåïëîñêîé(!) ïîâåð-
õíîñòè. Ïîëó÷èì, ÷òî, â çàâèñèìîñ-
òè îò óäàëåíèÿ îò öåíòðà, ~PK

óäîâ-
ëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíò-
íîìó ñîîòíîøåíèþ (äîêàæèòå ýòî
ñàìîñòîÿòåëüíî):
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Âû÷èñëÿÿ ~SK
 ïî ôîðìóëå, ïðèâå-

äåííîé âûøå, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî
îòíîøåíèå ~ ~P SK K

 ñòðåìèòñÿ ê îò-
ëè÷íîé îò íóëÿ êîíñòàíòå: ïðè
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîëó÷åííîé
ïîâåðõíîñòè óæå ïî÷òè õâàòàåò ìåñ-
òà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàðèñîâàòü äåðåâî
Êåéëè áåç íàëîæåíèé è ñàìîïåðåñå-
÷åíèé òàê, ÷òî âñåì âåòî÷êàì õâàòèò

ìåñòà. Åñëè áû ìû âêëåèâàëè â
øåñòèóãîëüíèê íå îäèí, à äâà
òðåóãîëüíèêà è âû÷èñëÿëè áû
îòíîøåíèå ~ ~P SK K  äëÿ «âîñü-
ìèóãîëüíèêîâ», òî ìåñòà äëÿ
âñåõ âåòî÷åê äåðåâà Êåéëè õâà-
òèëî áû ñ èçáûòêîì!

Ïîâåðõíîñòü, ñêëååííàÿ òà-
êèì îáðàçîì, âáëèçè êàæäîé
âåðøèíû ïî ñòðóêòóðå íàïîìè-
íàåò ñåäëî è ÿâëÿåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòè
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû, íàçûâàåìîé òàêæå ïëîñ-
êîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî. Îíà îá-
ëàäàåò ìíîãèìè óäèâèòåëüíû-
ìè ñâîéñòâàìè � íàïðèìåð, ñóì-
ìà óãëîâ ðàâíîñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêà, íàðèñîâàííîãî íà
òàêîé ïîâåðõíîñòè, ìåíüøå

180°, à îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñ-
òè, íàðèñîâàííîé íà òàêîé ïîâåðõ-
íîñòè, ê ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåãî
êðóãà âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê îòëè÷íîé
îò íóëÿ êîíñòàíòå.

Åñëè æå ìû âñå-òàêè çàõîòèì íà-
ðèñîâàòü äåðåâî Êåéëè íà ïëîñêî-
ñòè, òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ñäåëàòü
ýòî çàêëþ÷àåòñÿ íå â èñïîëüçîâàíèè
òÿæåëîãî óòþãà äëÿ ïðèãëàæèâàíèÿ
óïðÿìî òîïîðùàùèõñÿ âåòî÷åê, à â
òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî îò ïîêî-
ëåíèÿ ê ïîêîëåíèþ â ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè óìåíüøàòü äëèíó âåò-
âåé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.
(Íàâåðíîå, ìíîãèå èç ÷èòàòåëåé îá-
ðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ýòîì
ïîëó÷èëàñü êàðòèíêà, ñõåìàòè÷åñêè
íàïîìèíàþùàÿ èçâåñòíóþ ãðàâþðó
Ìîðèñà Ýøåðà «Ïðåäåë íà êðóãå
IV». È ýòî ñîâåðøåííî íå ñëó÷àéíî.
Ðèñóíîê ãîëëàíäñêîãî õóäîæíèêà,
ïîñòðîåííûé ïî ïðèíöèïó èíâåðñèè
òî÷åê îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåêðàñíûì ãåîìåòðè÷åñêèì
îáðàçîì íååâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
(ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî) â ìîäåëè,
ïðåäëîæåííîé Àíðè Ïóàíêàðå.)

(Ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêè íàãëÿäíûõ èëëþñòðàöèé
âåñüìà íåïðîñòûõ òîïîëîãî-àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïîíÿòèé ìîæíî íàéòè â êíè-
ãå [3]. Òåì, êîãî áîëåå ãëóáîêî çàèí-
òåðåñîâàëè ôèçè÷åñêèå ïðîáëåìû òî-
ïîëîãèè, ìîæíî ïîñîâåòîâàòü ïðî-
÷èòàòü ñòàòüþ [4].)

Âîò è âñå. Õîòÿ íå ñîâñåì. Îäíàæ-
äû ñîðîêîíîæêà çàäóìàëàñü íàä òåì,
êàê åé óäàåòñÿ òàê ëîâêî ïåðåñòàâ-
ëÿòü âñå 40 íîã, ÷òî îíè íå ïåðåïëå-
òàþòñÿ. Ïîäóìàâ îá ýòîì, îíà íåìåä-
ëåííî ñáèëàñü è óïàëà, òàê êàê 27 èç
40 åå íîã áåçíàäåæíî çàïóòàëèñü... ß
áû íå õîòåë, ÷òîáû ÷èòàòåëè ýòîé
ñòàòüè, ïî÷óâñòâîâàâ ìàòåìàòè÷åñ-
êóþ ñëîæíîñòü è ãëóáèíó òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîáëåì, ðàçó÷èëèñü çàâÿçû-
âàòü øíóðêè íà áîòèíêàõ. Íå áîé-
òåñü íè÷åãî è äåðçàéòå!
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Рис.5. Плоскость Лобачевского в модели Пуанкаре


