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Проводящий шар в
однородном поле

À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â

В ÝÒÎÉ  ÑÒÀÒÜÅ  ÌÛ  ÐÀÑÑÌÎÒÐÈÌ
îäíó-åäèíñòâåííóþ çàäà÷ó � î ïðî-

âîäÿùåì øàðå, âíåñåííîì â îäíîðîä-
íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ïîëíîå ðåøå-
íèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âû÷èñëåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè
øàðà, òàê è îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå.
Òðóäíîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà çàðàíåå íå èçâå-
ñòíî, è ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ
íåëüçÿ ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî-
äîì ñóïåðïîçèöèè.

Äëÿ ïîëíîãî èëè õîòÿ áû ÷àñòè÷íîãî
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïîðîé ïîìîãàþò
ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè, íî â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèõîäèòñÿ ôàêòè-
÷åñêè óãàäûâàòü îòâåò. Â îñíîâå âñåõ
«óãàäûâàòåëüíûõ» ïîäõîäîâ ëåæèò
òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, ñìûñë êî-
òîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîðîøî óãà-
äàííîå ðåøåíèå è åñòü åäèíñòâåííî
ïðàâèëüíîå. Èíîãäà óäàåòñÿ óãàäàòü
ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà ïðîâîäíè-
êå, èñõîäÿ èç êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ
ïîëå, èíîãäà íàîáîðîò � ñíà÷àëà óãà-
äûâàþò ïîëå, à ïîòîì óæå âû÷èñëÿþò
ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà. Ñàìûì êðàñè-
âûì ìåòîäîì óãàäûâàíèÿ (èëè ïîäáî-
ðà) ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ìå-
òîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæå-
íèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàþòñÿ
òàêèå âàæíûå çàäà÷è, êàê ïðîâîäÿùàÿ
ïëîñêîñòü èëè ïðîâîäÿùèé øàð â ïîëå
òî÷å÷íîãî çàðÿäà.

Çàäà÷à î ïðîâîäÿùåì øàðå â îäíî-
ðîäíîì ïîëå èíòåðåñíà òåì, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåñêîëüêî
ïîäõîäîâ, â òîì ÷èñëå ñîîáðàæåíèÿ
ñèììåòðèè è ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êèõ èçîáðàæåíèé. Îäíàêî íà÷íåì ìû
ñ òîãî, ÷òî äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâ-
êó çàäà÷è è ñðàçó æå ïðèâåäåì åå
îòâåò � òîò ñàìûé, êîòîðûé çàòåì
áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè è ñ ðàçíûõ ñòîðîí.

Формулировка и ответ
Ôîðìóëèðîâêà:
Â îäíîðîäíîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñ-

òüþ E0

→
 ïîìåùàþò íåçàðÿæåííûé ïðî-

âîäÿùèé øàð ðàäèóñîì R.

(V � îáúåì øàðà), ïîìåùåííîãî â
öåíòð øàðà.

Åñëè âû óñïåëè çàáûòü (èëè íå óñïå-
ëè óçíàòü), ÷òî òàêîå äèïîëü è ÷òî
òàêîå äèïîëüíûé ìîìåíò, íàïîìèíà-
åì: äèïîëåì íàçûâàþò ñèñòåìó äâóõ
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ q è �q, à äèïîëüíûé
ìîìåíò p

→
 òàêîãî äèïîëÿ ðàâåí ql

→
, ãäå

l
→

 � âåêòîð, ïðîâåäåííûé îò îòðèöà-
òåëüíîãî çàðÿäà ê ïîëîæèòåëüíîìó.
Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè (r >> l) ïîëå
äèïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ åãî äèïîëüíûì
ìîìåíòîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìó-
ëû âûâåäåíû â Ïðèëîæåíèè, à çäåñü
íàì îñòàëîñü ïîÿñíèòü, ÷òî òàêîå òî-
÷å÷íûé äèïîëü. Ýòîò èäåàëüíûé áåñ-
êîíå÷íî ìàëûé îáúåêò ïîëó÷àåòñÿ ïðå-
äåëüíûì ïåðåõîäîì l → 0 , q → ∞ , ïðè
êîòîðîì äèïîëüíûé ìîìåíò p = ql
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Теорема единственности

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïîäñïî-
ðüåì äëÿ âñÿêîãî, êòî ïûòàåòñÿ ðå-
øèòü êàêóþ-íèáóäü íå î÷åíü òðèâè-
àëüíóþ çàäà÷ó ýëåêòðîñòàòèêè èëè
õî÷åò äîñòàòî÷íî ñòðîãî îáîñíîâàòü
êàêîå-íèáóäü óòâåðæäåíèå. Ïîýòîìó
ìû ñî÷ëè óìåñòíûì âûäåëèòü îòäåëü-
íûé ïàðàãðàô äëÿ åå îáñóæäåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è ñ ïðîâîäíèêà-
ìè ìîãóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ ïî-ðàçíî-
ìó � äëÿ êàæäîãî èç ïðîâîäíèêîâ
ìîæåò áûòü çàäàí èëè åãî çàðÿä, èëè
åãî ïîòåíöèàë. Íî â ëþáîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è. Äëÿ äàëüíåéøåãî
óäîáíî «çàãîòîâèòü» äâå ôîðìóëèðîâ-
êè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.

Ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà. Ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿ-
äîâ ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ, ïðè
êîòîðîì íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè
ïðîâîäíèêà ðàâíà íóëþ, à çàðÿäû (èëè
ïîòåíöèàëû) ïðîâîäíèêîâ ðàâíû çà-
äàííûì çíà÷åíèÿì. Èñõîäÿ èç òàêîãî
ïîäõîäà ðåøàåòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷à î
ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè
òîíêîãî ïðîâîäÿùåãî äèñêà (ñì.
«Êâàíò» ¹1 çà 1998 ã.).

Âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà. Ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå âíå
ïðîâîäíèêîâ, ïðè êîòîðîì ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäíèêîâ îêàçûâàþòñÿ ýêâè-
ïîòåíöèàëüíûìè, à çàðÿäû (èëè ïî-
òåíöèàëû) ïðîâîäíèêîâ ðàâíû çàäàí-
íûì çíà÷åíèÿì. Èìåííî òàêîé ïîä-
õîä (ïîäáîð ïðàâèëüíîãî ïîëÿ) ëå-
æèò â îñíîâå ìåòîäà ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êèõ èçîáðàæåíèé (ñì. «Êâàíò» ¹1
çà 1996 ã.).

à) Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
íàâåäåííîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè
øàðà. ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîò-
íîñòü çàðÿäà σ  ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî
îò óãëà θ , êîòîðûé îáðàçóåò ñ âåêòî-
ðîì E0

→
 ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé ê äàííîé

òî÷êå ïîâåðõíîñòè (ðèñ.1). Çíà÷èò,
îòâåò äîëæåí âûðàæàòüñÿ ôóíêöèåé
σ θb g .

á) Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëå, ñî-
çäàâàåìîå ýòèì íàâåäåííûì çàðÿäîì â
ïðîñòðàíñòâå âíå øàðà. Îòâåò äîëæåí
âûðàæàòüñÿ ëèáî ôóíêöèåé E ríàâ

→
,θb g,

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò âûáðàííîé òî÷-
êè äî öåíòðà øàðà (r > R), ëèáî
ôóíêöèåé ϕ θíàâ r,b g , ëèáî óêàçàíèåì
àëãîðèòìà ïî èõ âû÷èñëåíèþ. Ïîëíàÿ
íàïðÿæåííîñòü áóäåò ïðè ýòîì ðàâíà
E E E
→ →  →

= +íàâ 0 . Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê
ïîëíàÿ íàïðÿæåííîñòü âíóòðè øàðà
äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, íàâåäåííûé
çàðÿä ïðè r < R äîëæåí ñîçäàâàòü
íàïðÿæåííîñòü −

→
E0

.
Îòâåò:
à) Çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-

íîñòè çàðÿäà îò óãëà θ  èìååò âèä

σ σ θ= 0 cos ,            (1)

ãäå ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü σ0 âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç íàïðÿæåííîñòü E0 :

σ ε0 0 03= E              (2)

(ε0  � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ).
á) Ïîëå âíå øàðà ñîâïàäàåò ñ ïîëåì

òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ñ äèïîëüíûì ìî-
ìåíòîì

p V E
→ →

= 3 0 0ε              (3)

θ

E
0

R

Рис. 1Рис. 1Рис. 1Рис. 1Рис. 1
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Соображения симметрии

Èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè (è
åäèíñòâåííîñòè) ìîæíî äàòü ñòîëü
ïðîñòîå è èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû (1), ÷òî êàæåòñÿ, áóäòî îíà
âîçíèêàåò «èç íè÷åãî», êàê êðîëèê èç
øëÿïû ôîêóñíèêà. Ìû ïðåäñòàâèì
ýòî äîêàçàòåëüñòâî â âèäå öåïî÷êè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Âî âñåõ òî÷êàõ îê-
ðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî íàïðÿæåííîñòè E0

→
 (ò.å. â

òî÷êàõ ñ θ  = 90°), ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîò-
íîñòü çàðÿäà ðàâíà íóëþ (ðèñ.2). Ýòî

ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ìåæäó ïîëîæè-
òåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè çàðÿäà-
ìè.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ïðè ïîìåùå-
íèè øàðà â ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E1

→

ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â íå-
êîòîðîé òî÷êå ðàâíà σ1, à ïðè ïîìåùå-
íèè â ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E2

→
 îíà

ðàâíà σ2 , òî â ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ
E E1 2

→ →
+  ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çà-

ðÿäà â ýòîé òî÷êå áóäåò σ1 + σ2 . Òî, ÷òî
ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè, íàâåäåííûå
ðàçíûìè ïîëÿìè, ñêëàäûâàþòñÿ, ñëå-
äóåò èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè: êàæ-
äàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü óíè÷òî-
æèò ñâîþ íàïðÿæåííîñòü è ïîëíàÿ
íàïðÿæåííîñòü îñòàíåòñÿ ðàâíîé
íóëþ, à ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå çàðÿäà, óäîâëåòâîðÿþùåå
ýòîìó óñëîâèþ.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè íàïðÿæåííîñòü
âíåøíåãî ïîëÿ óâåëè÷èòü â α  ðàç

( ′
→
E =α E

→
), òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü

çàðÿäà â êàæäîé òî÷êå óâåëè÷èòñÿ â
α ðàç ( ′σ  = ασ). Äåéñòâèòåëüíî, óâå-
ëè÷åíèå â α  ðàç ïëîòíîñòè çàðÿäà
ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ â α  ðàç ñîá-
ñòâåííîé íàïðÿæåííîñòè è ïîëíàÿ íà-
ïðÿæåííîñòü âíóòðè øàðà îñòàíåòñÿ
ðàâíîé íóëþ � â äåëî îïÿòü âñòóïàåò
òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè...

Îñíîâíîå ðàññóæäåíèå. Ðàññìîò-
ðèì øàð, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå

ïîëå E0

→
 (ðèñ.3). Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ

ïëîòíîñòü íàâåäåííîãî çàðÿäà (ïðè
θ  = 0) ðàâíà σ0 . ×òîáû íàéòè σ θb g ,
ðàçëîæèì E0

→
 íà äâå âçàèìíî ïåðïåí-

äèêóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå: E0

→
 = E1

→
 +

+ E2

→
, îäíà èç êîòîðûõ (E1

→
) ñîñòàâëÿ-

åò ñ E0

→
 óãîë θ . Ïîñêîëüêó E1  =

= E0 cos θ , ïðè ïîìåùåíèè øàðà â ïîëå

E1

→
 ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â

òî÷êå A áóäåò σ θ0 cos  (ñì. óòâåðæäå-
íèå 3). À åñëè ïîìåñòèòü øàð â ïîëå

E2

→
, ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â

òî÷êå A áóäåò ðàâíà íóëþ (ñì. óòâåð-
æäåíèå 1). Çíà÷èò, â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 2, â ïîëå E0

→
 ïîâåðõíî-

ñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â òî÷êå A áóäåò
σ θb g  = σ θ0 cos .

Êîíå÷íî, òàêîå ðàññóæäåíèå íå ïî-
çâîëÿåò ñðàçó îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíà
σ0. Íî ýòà çàäà÷à ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì
çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Êîãäà ðàñïðå-
äåëåíèå óæå èçâåñòíî, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè,
âûðàçèòü íàïðÿæåííîñòü, ñîçäàâàåìóþ
ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì â öåíòðå øàðà, è
ïðèðàâíÿòü åå ê E0 . Åñëè âû óìååòå
èíòåãðèðîâàòü, ïîïðîáóéòå òàêèì îá-
ðàçîì ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2).

Îäíàêî çàäà÷à î íàïðÿæåííîñòè,
ñîçäàâàåìîé íàâåäåííûìè çàðÿäàìè
âíå øàðà, â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà
îñòàåòñÿ íåðåøåííîé. Äâà äðóãèõ ïîä-
õîäà ïîçâîëÿò íàì ïîëó÷èòü áîëåå
ïîëíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Метод электростатических
изображений

Ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæå-
íèé ïîçâîëÿåò íå óãàäàòü ðàñïðåäåëå-
íèå íàâåäåííûõ çàðÿäîâ ïî ïîâåðõíî-
ñòè, à îïðåäåëèòü ñîçäàâàåìîå èìè
ïîëå, çàìåíèâ åãî ïîëåì âîîáðàæàå-
ìûõ çàðÿäîâ (èçîáðàæåíèé), ðàñïîëî-
æåííûõ âíóòðè ïðîâîäíèêà. Çàðÿäû-
èçîáðàæåíèÿ ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû
ïîëíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå èìè è âíå-
øíèìè çàðÿäàìè, èìåëî «ïðàâèëüíûå»
ñâîéñòâà íà ãðàíèöå ïðîâîäíèêà. Íà-
ïðèìåð, åñëè ïðîâîäíèê ïî óñëîâèþ
çàçåìëåí, òî ýòî ïîëå äîëæíî èìåòü
âñþäó íà ãðàíèöå íóëåâîé ïîòåíöèàë.
Åñëè æå çàäàí çàðÿä ïðîâîäíèêà, òî,
âî-ïåðâûõ, ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêà
äîëæíà áûòü ýêâèïîòåíöèàëüíîé è,

âî-âòîðûõ, ñóììà çàðÿäîâ-èçîáðàæå-
íèé äîëæíà áûòü ðàâíà çàäàííîìó
çàðÿäó. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå òà-
êèì, êàê èõ íàçûâàþò, «ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì», òî ïîëå çàðÿäîâ-èçîáðà-
æåíèé äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ïîëåì íàâå-
äåííûõ çàðÿäîâ ïðîâîäíèêà. Âîò íå-
ñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Òî÷å÷íûé çàðÿä è ïðîâî-
äÿùàÿ ïëîñêîñòü. Ýòîò ïðèìåð õîðî-
øî èçâåñòåí ìíîãèì øêîëüíèêàì. Åñëè
òî÷å÷íûé çàðÿä q ïîäíåñòè íà ðàññòî-
ÿíèå a ê áåñêîíå÷íîé ïðîâîäÿùåé ïëîñ-
êîñòè (ðèñ.4,à), òî âîçíèêàþùåå ïðè
ýòîì ïîëå ñîâïàäàåò ñ ïîëåì äâóõ
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ (ðèñ.4,á): ñàìîãî
çàðÿäà q è çàðÿäà-èçîáðàæåíèÿ �q,

ðàñïîëîæåííîãî çà ïëîñêîñòüþ ñèì-
ìåòðè÷íî çàðÿäó q (êàê èçîáðàæåíèå
èñòî÷íèêà ñâåòà â ïëîñêîì çåðêàëå).
Äåéñòâèòåëüíî, ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü ïîëÿ äâóõ òàêèõ çàðÿäîâ
ñ ϕ  = 0 ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ
ïðîâîäíèêà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëå, ñî-
çäàâàåìîå íàâåäåííûìè çàðÿäàìè â
ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå, ñîâïàäàåò ñ ïî-
ëåì îäíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà �q.

Ïðèìåð 2. Òî÷å÷íûé çàðÿä è çàçåì-
ëåííûé øàð. Åñëè ê çàçåìëåííîìó
øàðó ðàäèóñîì R íà ðàññòîÿíèå L îò
åãî öåíòðà (L > R) ïîäíåñòè òî÷å÷-
íûé çàðÿä q (ðèñ.5,à), òî âîçíèêàþ-
ùåå ïîëå ñîâïàäàåò ñ ïîëåì äâóõ òî-
÷å÷íûõ çàðÿäîâ (ðèñ.5,á): ñàìîãî çà-
ðÿäà q è çàðÿäà-èçîáðàæåíèÿ, ðàâíîãî
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′q

A

Ol

C

r
2r

1 R
B
q q

′q

R

L
q

q

a)

á)

lq

′ = −q qR L è ðàñïîëîæåííîãî íà ðàñ-
ñòîÿíèè l R L= 2  îò öåíòðà øàðà.

Òîæäåñòâåííîå ñîâïàäåíèå ýòèõ äâóõ
ïîëåé ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ýêâèïî-
òåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ϕ  = 0 äëÿ
ïîëÿ çàðÿäîâ q è ′q  ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíî-
ñòüþ øàðà. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A íà ïîâåðõíîñòè øàðà
(ðèñ.6) è îáîçíà÷èì ÷åðåç r1  ðàññòîÿíèå îò

íåå äî çàðÿäà q (òî÷êà B), à ÷åðåç r
2  �

ðàññòîÿíèå äî çàðÿäà ′q  (òî÷êà C). Ïî-
ñêîëüêó AO : OC = R/l = L/R = BO :
OÀ, òðåóãîëüíèê AOC ïîäîáåí òðåóãîëü-
íèêó BOA. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé òî÷êè À
îòíîøåíèå r r

1 2  ðàâíî L/R è ïîòåíöèàë

ϕ Ab g  = kq r kq r
1 2

+ ′  ðàâåí íóëþ (íàïîì-

íèì, ÷òî ′ = −q qR L).
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëå, ñîçäàâàåìîå íàâå-

äåííûìè çàðÿäàìè âíå øàðà, ñîâïàäàåò ñ
ïîëåì îäíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà ′q .

Ïðèìåð 3. Òî÷å÷íûé çàðÿä è çàðÿ-
æåííûé øàð. Åñëè â óñëîâèè ïðåäû-
äóùåãî ïðèìåðà çàìåíèòü çàçåìëåí-
íûé øàð íà çàðÿæåííûé çàðÿäîì Q, òî
ê çàðÿäó-èçîáðàæåíèþ ′q  íåîáõîäèìî
äîáàâèòü âòîðîé çàðÿä-èçîáðàæåíèå

′′q  = Q � ′q , ïîìåùåííûé â öåíòð
øàðà.

Êàêèì æå îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîá-
ðàæåíèé â ñëó÷àå ïðîâîäÿùåãî øàðà â
îäíîðîäíîì ïîëå? Ïîñêîëüêó ðåçóëü-
òàò íå äîëæåí çàâèñåòü îò òîãî, êàêàÿ
ñèñòåìà çàðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì

ïîëÿ E0

→
, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ñîçäà-

åòñÿ äâóìÿ çàðÿäàìè q è �q (ðèñ.7),
ðàñïîëîæåííûìè ñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà øàðà íà áîëüøîì îò
íåãî ðàññòîÿíèè (L R@ ). Âåëè÷èíó
çàðÿäîâ íàäî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîçäàâàåìàÿ èìè â öåíòðå øàðà
íàïðÿæåííîñòü áûëà ðàâíà E0 :

2

4 0
2 0

q

L
E

πε
= .

Ïîëå íàâåäåííûõ çàðÿäîâ â ïðîñòðàí-
ñòâå âíå øàðà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïîëåì
äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ′q  è − ′q , ãäå

′q  = �qR/L, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè l = R L2  îò öåíòðà. Äâà çà-
ðÿäà-èçîáðàæåíèÿ îáðàçóþò äèïîëü ñ
äèïîëüíûì ìîìåíòîì, ðàâíûì

p q l
qR

L
V E= ′ ⋅ = =2

2
3

3

2 0 0ε ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3). Åñëè
ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïðè
êîòîðîì çàðÿäû óäàëÿþòñÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòü, íî îäíîâðåìåííî èõ âåëè÷è-
íà ìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ îñòàåòñÿ ðàâíîé E0 , òî ïîëå áó-
äåò ñòðåìèòüñÿ ê îäíîðîäíîìó, à äè-
ïîëü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷å÷íîìó
(ïðè ñîõðàíåíèè äèïîëüíîãî ìîìåí-
òà).

Îñòàåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàê â
ðàìêàõ ìåòîäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ
èçîáðàæåíèé íàéòè íå òîëüêî ïîëå
íàâåäåííûõ çàðÿäîâ, íî è èõ ðàñïðåäå-
ëåíèå ïî ïîâåðõíîñòè? Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùåãî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ó ïî-
âåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ñ ïîâåðõíîñò-
íîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà:

E =
σ
ε0

.               (4)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàðÿäà è ïðîâîäÿ-
ùåé ïëîñêîñòè íåòðóäíî âû÷èñëèòü
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ çàðÿäîâ q è �q íà
ðàññòîÿíèè x îò òî÷êè, ëåæàùåé ïîñå-

ðåäèíå ìåæäó íèìè (ðèñ.8), è íàéòè
ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ:

σ ε
π

= =
+

0
2 2 3 2

2
E

qa

x ae j
.

Â ñëó÷àå øàðà â îäíîðîäíîì ïîëå íàäî
âû÷èñëèòü ïîëíîå ïîëå, ðàâíîå ñóììå
îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ïîëÿ è ïîëÿ
òî÷å÷íîãî äèïîëÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå)
âîçëå ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ïîïðîáóé-
òå ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Êàê óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ôîðìóëû (4)? Ïðîùå âñåãî ýòî ñäå-
ëàòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà (êòî ñ
íåé çíàêîì), íî ìîæíî îáîéòèñü è áåç
íåå. Ïðåäñòàâèì ïîëå âáëèçè ïîâåðõ-
íîñòè â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ ïîëåé
(ðèñ.9): ïîëÿ E1

→
, ñîçäàííîãî ìàëûì

áëèçëåæàùèì ó÷àñòêîì ïîâåðõíîñòè,
êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì ïîëþ
áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè E1  = σ ε2

0d i
(â ïðåäåëå, êîãäà ðàññòîÿíèå äî ïîâåð-
õíîñòè ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì
ýòîãî ó÷àñòêà), è ïîëÿ îñòàëüíûõ çà-
ðÿäîâ E2

→
. Âíóòðè ïðîâîäíèêà ýòè äâà

ïîëÿ äîëæíû ñîêðàòèòü äðóã äðóãà,
ïîýòîìóE

2  = E
1 = σ ε2

0d i . Âíå ïðî-
âîäíèêà ýòè íàïðÿæåííîñòè ñêëàäû-
âàþòñÿ, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà
(4).

Êîíå÷íî, ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ,
à êàê (áåç òåîðåìû Ãàóññà) ïîëó÷èòü
ôîðìóëó E = σ ε2

0d i  äëÿ íàïðÿæåí-
íîñòè áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåðíî çàðÿ-
æåííîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðóþ îïèðà-
åòñÿ ýòîò âûâîä? Ìîæíî ñäåëàòü ýòî,
ðàññìîòðåâ ïîëå ðàâíîìåðíî çàðÿæåí-
íîé ñôåðû, êîòîðîå ñîâïàäàåò (âíå
ñôåðû) ñ ïîëåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà, à
âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàâíî σ ε

0 . Åñëè
ïðîâåñòè òàêîå æå ðàññóæäåíèå, êàê
âûøå, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïîëó-
÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó.

Метод наложения шаров

Ïîñëåäíèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïðîâî-
äÿùåì øàðå â îäíîðîäíîì ïîëå äàåò
íàèáîëåå ïîëíîå, è ïðèòîì äîñòàòî÷íî
ïðîñòîå, åå ðåøåíèå. Êàê è ðàíüøå, ìû
ðàçîáüåì èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà íà
íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ,
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êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñâîþ
èíòåðåñíóþ çàäà÷ó.

1. Ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûé øàð.
Ðàññìîòðèì øàð ðàäèóñîì R, ðàâíî-
ìåðíî çàðÿæåííûé ñ îáúåìíîé ïëîò-
íîñòüþ ρ . Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíå
øàðà, ïðè r > R, ñîâïàäàåò ñ ïîëåì
òî÷å÷íîãî çàðÿäà q =  ρV :

E
V

r
=

1

4 0
2πε

ρ
.           (5)

Âíóòðè øàðà, ïðè r < R, âêëàä â
íàïðÿæåííîñòü äàþò òîëüêî çàðÿäû,
íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ñôåðû ðàäèóñîì
r, à âêëàä âíåøíèõ ñëîåâ ðàâåí íóëþ:

E
q r

r

r
= =

1

4 30
2

0πε
ρ
ε

b g
,

ãäå q r rb g = ⋅ρ π4 3 3. Äëÿ äàëüíåéøåãî
óäîáíî çàïèñàòü ïîñëåäíþþ ôîðìóëó
â âåêòîðíîì âèäå:

E
r→
→

=
ρ
ε3 0

.              (6)

2. Íàëîæåíèå äâóõ øàðîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ
ïî îáúåìó øàðà: îäèí ñ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ ρ , äðóãîé ñ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ � ρ . Ïóñòü øàðû ðàñïîëî-
æåíû òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå l ìåæäó èõ
öåíòðàìè ìåíüøå ñóììû èõ ðàäèóñîâ,
ò.å. ñóùåñòâóåò îáëàñòü èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ (ðèñ. 10). Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäà â ýòîé îáëàñòè ðàâíà íóëþ, à

ïîëå ðàâíî ñóïåðïîçèöèè ïîëåé äâóõ
øàðîâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
â ýòîé îáëàñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç r

→

1

ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé ê ýòîé
òî÷êå èç öåíòðà ïîëîæèòåëüíî çàðÿ-
æåííîãî øàðà, à ÷åðåç r

→

2  � ðàäèóñ-
âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà îòðè-
öàòåëüíî çàðÿæåííîãî øàðà. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6) ïîëó÷àåì

E E E
r r l→ → →
→ → →

= + = − = −1 2
1

0

2

0 03 3 3

ρ
ε

ρ
ε

ρ
ε

,

 (7)

ãäå l r r
→ → →

= −2 1  � âåêòîð, ïðîâåäåí-
íûé èç öåíòðà îòðèöàòåëüíî çàðÿæåí-
íîãî øàðà ê öåíòðó ïîëîæèòåëüíî çà-
ðÿæåííîãî.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîëå â îáëàñòè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàçíîèìåííî çàðÿ-

æåííûõ (ñ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòüþ)
øàðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Ýòîò ôàêò
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîíñòðóèðî-
âàíèÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ
ïî ïîâåðõíîñòè øàðà, êîòîðîå óíè÷òî-
æèò âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå. Ïîêà-
æåì, êàê ýòî ñäåëàòü.

3. Øàð â îäíîðîäíîì ïîëå. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà ðàçíîèìåííî çàðÿæåí-
íûõ øàðà îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà R,
öåíòðû êîòîðûõ ñìåùåíû íà ìàëîå
ðàññòîÿíèå l0  (l R0? ). Çàðÿä ïîëó-
÷èâøåéñÿ ñèñòåìû ïî÷òè âñþäó ðàâåí
íóëþ, êðîìå äâóõ òîíêèõ ðàâíîìåðíî
çàðÿæåííûõ ñåãìåíòîâ (ðèñ.11): îäíî-
ãî ñ ïëîòíîñòüþ ρ , äðóãîãî ñ ïëîòíî-
ñòüþ � ρ . Òîëùèíà ýòèõ ñåãìåíòîâ â

ñàìîì òîëñòîì ìåñòå ðàâíà l0  è óìåíü-
øàåòñÿ ñ óãëîì θ  ïî çàêîíó
l = l0 cos θ . ßñíî, êàê ïåðåéòè ê ïî-
âåðõíîñòíîìó çàðÿäó: íàäî ðàññìîò-
ðåòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä l0 0→ , íî
ïðè ýòîì òàê ìåíÿòü îáúåìíóþ ïëîò-
íîñòü çàðÿäà ρ , ÷òîáû çàðÿä åäèíèöû
ïîâåðõíîñòè, ðàâíûé ρl0 , ñòðåìèëñÿ ê
îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó σ0 . Ïîñêîëü-
êó ïîëå ýòèõ çàðÿäîâ âíóòðè ïîëîñòè
äîëæíî óíè÷òîæàòü âíåøíåå ïîëå E0

→
,

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (7) ïîëó-
÷àåì

− = −
→

→ρ
ε
l

E0

0
03

(âåêòîð l
→

0  ïðîâåäåí îò öåíòðà îòðèöà-
òåëüíîãî øàðà ê öåíòðó ïîëîæèòåëü-
íîãî). Çíà÷èò, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî-
ñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó âíåø-
íåãî ïîëÿ ôîðìóëîé

σ ρ ε0 0 0 03= →l E ,

ñîâïàäàþùåé ñ ôîðìóëîé (2). Çàâèñè-
ìîñòü îò óãëà θ  òîæå ïîëó÷àåòñÿ ïðà-
âèëüíîé: σ  =  ρl  = ρ θl0 cos  =
= σ θ0 cos . Êðîìå òîãî, ïîëå âíå ñèñòå-
ìû äâóõ øàðîâ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì äâóõ
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ q =  ρV (ñì. ôîð-
ìóëó (5)) è â ïðåäåëå ïåðåõîäèò â ïîëå
òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ñ äèïîëüíûì ìîìåí-
òîì

p q l V l V E
→ → → →

= = →0 0 0 03ρ ε .

ρ

r
1

l

�ρ
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Приложение. Поле диполя

×òîáû âû÷èñëèòü ïîëå òî÷å÷íîãî äèïî-
ëÿ, ìîæíî ñíà÷àëà íàïèñàòü òî÷íîå âûðà-
æåíèå äëÿ ïîëÿ äâóõ çàðÿäîâ q è �q, à
ïîòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè óñòðåìèòü ê
íóëþ. Îäíàêî ëó÷øå âû÷èñëèòü ïîëå êî-
íå÷íîãî äèïîëÿ ñðàçó íà áîëüøîì ðàññòîÿ-
íèè îò íåãî (r @ l), ãäå ïîëÿ îáîèõ
äèïîëåé ñîâïàäàþò.

Ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòü ïîòåíöèàë ïîëÿ
äèïîëÿ. Îáîçíà÷èâ ðàññòîÿíèå äî öåíòðà
äèïîëÿ ÷åðåç r, ðàññòîÿíèå äî îòðèöàòåëü-
íîãî çàðÿäà r

1 , à äî ïîëîæèòåëüíîãî r
2 ,

ïîëó÷èì (ðèñ.12)

ϕ
πε

= −
F

H
GG

I

K
JJ ≈

1

4
0 2 1

q

r

q

r

≈ 1

4
2 2

0πε θ θ

q

r
l

q

r
l

−
−

+

F

H

G
G
G
G

I

K

J
J
J
J

≈
cos cos

≈ 
1

4
0

2πε

θql

r

cos
.

Ýòî âûðàæåíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò ÷åðåç
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

ϕ πε=

F
HG

I
KJ

→ →

1
4 0

3

p r

r
,           (8)

ãäå r
→

 � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç
öåíòðà äèïîëÿ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ ìåæäó íà-
ïðÿæåííîñòüþ è ïîòåíöèàëîì. Ìû îñòàâèì
ýòî óïðàæíåíèå òåì, êòî óæå íàó÷èëñÿ
óâåðåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ñëîæíûå âû-
ðàæåíèÿ, è ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáîéòèñü
áåç ýòîãî.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà íàïðÿæåííîñòü äëÿ

äâóõ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ � êîãäà òî÷êà ïîëÿ
ëåæèò íà îäíîé ëèíèè ñ çàðÿäàìè (ðèñ 13):

E E E
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= − =+ −

q

r l

q

r l0

2 2

1

4 2 2
=
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πε b g b g
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0

3πε
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r ,

→

→

�q q

l
0

l
0
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�E
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ρ
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θ
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0
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�q q
l

r

E
2

E
+

E
�

α

èëè â âåêòîðíîì âèäå:

E
p

r
1

0

3

1

4

2→
→

=
πε

,             (9)

è êîãäà òî÷êà ïîëÿ ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿ-
ðå ê äèïîëüíîìó ìîìåíòó (ðèñ.14)

E E
q

r
l
r

ql
r2

0
2

0
32

1
4

2 2 1
4

= ≈ =+ sin α πε πε ,

èëè â âåêòîðíîì âèäå:

E
p

r
2

0

3

1

4

→
→

= −
πε

.          (10)

Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
â òî÷êå, äëÿ êîòîðîé ðàäèóñ-âåêòîð îáðàçó-
åò ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì óãîë θ , ïîñòó-
ïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîåäèíèì îòðè-
öàòåëüíûé çàðÿä ñ òî÷êîé ïîëÿ (ðèñ.15),

îïóñòèì èç ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà ïåðïåí-
äèêóëÿð íà ýòó ëèíèþ è ìûñëåííî ïîìåñ-
òèì â îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà äâà çàðÿ-
äà: q è �q. Ïîñêîëüêó ìû ïîìåñòèëè èõ â
îäíó òî÷êó, ïîëå íå èçìåíèëîñü, íî ìû
ïîëó÷èëè âìåñòî îäíîãî äèïîëÿ äâà. Ó
îäíîãî èç íèõ äèïîëüíûé ìîìåíò p

1

→
 íà-

ïðàâëåí ïàðàëëåëüíî ðàäèóñó-âåêòîðó r
→

,
à ó äðóãîãî äèïîëüíûé ìîìåíò p2

→
 ïåðïåí-

äèêóëÿðåí r
→

. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
p

1 = pcosθ  (íàïîìíèì, ÷òî r @ l), èëè
â âåêòîðíîì âèäå

p r

p r

r
1 2

→ →

→ →

=

F
HG

I
KJ

,

à p p
2

= sinθ , èëè â âåêòîðíîì âèäå

p p p
2 1

→ → →
= − . Îïèðàÿñü íà ôîðìóëû (9) è

(10), ìîæíî âû÷èñëèòü ïàðàëëåëüíóþ è

ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó r
→

 ñîñòàâëÿþ-
ùèå ïîëÿ:
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à ìîæíî, ïîäñòàâèâ âåêòîðíûå âûðàæåíèÿ
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→
 è p
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→
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