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 � � � � � � � � �

��
�	��	��������	������	�����
���	����	�����	����	�	 �!"� #$

% �&%� '$	% ��'(	��!"� #�	)���%�' *
!�"�+	�%)�!�,�-�%+	)��	�)�%'"��	�'*
.�$	$���/�	�, �%�"#$	0�,���%.�$	+ *
!�"�&�	.'.	�"���0���"1�+	�	��0�'.*
1�+	% ��'(	�	2��3�	+ !�"�+3�	��%"�
% +,'"�	 ���"�	  '4"��	 )�"+���	 .�5�*
��"�"�%��	 �!"(
��%��	 	"�.�����-	���.�	)��%��'"*

%� '	��	� �$	�%���"�.� 	)��$��+�	� '
3�"�$��3'����%.�$	 �!"� #$	 �,3�*
6�"�+	 %	 ���"'.� �&	 �!�"�&	  �!"#
λ (	 �%!�	 �%���"�.	 �	 "'$����%+	 "'
�'%%��+"��	 �7 	 ��	���.�	"'�!-��"�+�
'	�%���"�.	����"'	�'%%��+"��	 �8 �	��
,' �%�3�%���	 "')��3��	 �!+	 2!�.���*
3'5"��"�&	  �!"#�	 "')�+4�""�%��
2!�.�����%.�5�	)�!+	 	�'""�&	���.��
%�,�' '�3�&	����3�	2!�.���3'5"��"#*
3�	 �!"'3��	�����	�3���	 ��

� � � � ��� � � �= − +97 7:;< ω

=	� � ��98 8:;< ω −� � �
5��	 �97	 �	 �98 	 >	 '3)!����#	 "')�+*
4�""�%��&	 2!�.���3'5"��"#$	  �!"�
ω	? 8π λ	 	>	�$	.��5� '+	�'%���'�	� 

? 8π λ	 >	  �!"� ��	 ��%!�	 @%���'�3�
���	 "'�'!�"#�	 0',#	  �!"	 %� )'�'*
-�A(	����%$����	 %!�4�"��	 � �$	 .�*
!��'"�&�	%� �"��#$	)�	0',�	"'	 �!�*

��"�	 ∆ϕ 	 ? ω� ��− 7� � 	 >	 ω� ��− 8� � 	 ?
? � � �8 7−� � (	
 '	.�!��'"�+	%���'-�%+
.�5���"�"#3��	�%!�	,'	 ��3+	"'�!-*
��"�+	�',"�%��	0',	 ∆ϕ 	 �%�'��%+	)�*
%��+""�&(	 �	 2��3	 %!��'�	 '3)!����'
�9 	 ��,�!�����-6�5�	 .�!��'"�+	 ,'*

3�����"'	 ��"�%���!�"�	 "'�'!'	 .���*
��"'�	@�	?	9A(
��%��	 .�����"'�'	�*5�	3'.%�3�3'

�"��"%� "�%��	�' "'	 ��(	B��	�,"'�'*
���	���	 	���.�	%	.�����"'��&	 ��	��
�%���"�.� 	 
7	�	 
8 	)��$��+�	 �!"#
%	�)����%.�&	�',"�%��-	$��'�	�' "�&
�λ �	5��	�	>	"�.������	1�!��	��%!��
�(�(

� � �8 7− = λ (
�,	��%�".'	8	"'$���3
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8 7− ≈ (

�	2��3	)���!�4�"��	�%!� ��	��5��	���
3'.%�3�3�	�*5�	)��+�.'	%��� ��%� �*
��	.�����"'�'	���	�3���	 ��

��

�
�� = λ (

�"'!�5��"��	�!+	%�%��"�5�	3'.%�3�3'
� + 7� � *5�	)��+�.'	,')�/�3

��

�
��+ = +7 7� �λ �

5��	 ��+7 	 >	 .�����"'�'	 3'.%�3�3'

� + 7� � *5�	)��+�.'(
C���"'	�"���0���"1��""#$	)�!�%

∆� 	 >	 2��	 �'%%��+"��	 3�4��	 � �3+
%�%��"�3�	3'.%�3�3'3��	�(�(

∆� � �
�

�� �= − = =+7

λ λ
ψ
�

5��	ψ = � �	>	�5�!	%$���3�%��	�"���*
0�����-6�$	!���&(
��� ���3	��,	 # ��'	���"��	 #�'*

4�"��	�!+	/���"#	�"���0���"1��"*
"#$	)�!�%D

∆� =
λ
ψ8 8<EF� � (

 �%��	 ��	 ∆ϕ 	 �	 �%�'��%+	 "��,3�""�&
,'	 ��3+	"'�!-��"�+D

� � � � �9 97
8

98
8

97 988= + + :;< ∆ϕ (

�	 %�4'!�"�-�	 3�"�$��3'����%.'+
 �!"'	>	2��	��%��	3'��3'����%.��	)�*
"+����	 �'.��	  �!"#	 "�	 �3�-�	0�,�*
��%.�5�	 %3#%!'�	 �$	 "��	  	 )������(
@�'���!��	 �!�,.��	 .	 3�"�$��3'��*
��%.�3	  �!"#	 �,!��'-�	 �)����%.��
. '"�� #�	 5�"��'���#�	 �(�(	 !',��#(A
���	 	)������	�	.�5���"�"#$	�%���*
"�.� �	 �(�(	 �%���"�.� �	 �,!��'-6�$
.�5���"�"#�	 �!"#(	�	�',!��"#$	�)*
����%.�$	 %$�3'$	 �!+	 )�!���"�+	 �"*
���0���"1��""�&	.'���"#	 	.'��%� �
.�5���"�"#$	 �%���"�.� 	 ��#�"�	 �%*
)�!�,�-�	� '	3"�3#$	�%���"�.'�	)�*
!���""#$	��	��"�5�	��&%� ���!�"�5��
�!�	���"	��&%� ���!�"#&�	'	���5�&	>
�5�	3"�3��	�,���'4�"��(
�	��)���	)���&��3	.	�'%%3����"�-

.�".���"#$	�)����%.�$	%$�3(
���������	���������������������

������ !�"�#� ���� ��$%�$� &�� �
 �'��!$�� (���) ���$�#��!*��+�*
��$�,�  ��� *�#�-� �.��$!)�  ���  !
$��� ��� �/�0*!������ (����1�$� ��
 (������� ��!�
7 ���
8-��."��!�,��
�*��� �� #"� �'� *�" (� λ -�  !��#2��2
 !�$!����2 �����#$�1����#$�1!/�3!
$!����2 ������������� ���*�$!����
"�)� �4�$! /�5�$�#�"����6�$� ��� �
��$%�$� &��  (����"����$����"�*��-
����� �� /
��� ��"��	 ���	�"���0���"1��""'+

.'���"'	 	)!�%.�%��	��%�".'	8	 %�3*
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���	3'!#$	�5!'$	%$���3�%��	�"�	)�*
��$����	 	)�!���""��	�'"��	)���!�*
4�""��	 #�'4�"��(

������� 
�	 5�� #*��� ��1�$� � (�
����� ���*��*��!� 
7��� 
8 ���"��� !
������!� � ��$%�$� &��  (�� ��"��
 !�4�$! ��78-��#!"�  ����������� ��
��*� !�!�
�����9$��/:;/�<!����2 ��
��)#������� ��!���� =� /�8�����"+��
$!.��.�� ���2�6�$� !�� ��$%�$� �
&��  (����"��-���"����)#������� ��
�!�����4�$! �����������+�����$!��
,���"� .����%���� (��$!����2 ���
>�
��?���@�<!�����$����#*!��"��!2A
$!����2 ���"� .(��������� ���*�$!*�
 �� �>B� ����� ����  !��#2��2� *� %��
�!"+ �'��"��������"� .(/
��/�"��	2��&	,'�'��	����3	�%"� #*

 '��	"'	 #�'4�"���	)�!���""�3	�!+
/���"#	�"���0���"1��""#$	)�!�%	 
)���#��6�&	,'�'��(
�	��%��%� ��	!�",#	�5�!	%$���3�%��

�"���0�����-6�$	 !���&	 ψ 	 3'!	 �
/���"'	�"���0���"1��""#$	)�!�%

∆�
=

�
= =

λ
ψ

λ
(

�%!�	%����'-6'+	!�",'	�'%)�!�4�*
"'	"'	�'%%��+"��	8>	 ��	�%���"�.� �
.�5���"�"#3�	 �%���"�.'3��	 %�,�'-*
6�3�	"'	2.�'"�	78	�"���0���"1��"*
"�-	.'���"��	+ !+-�%+	� '	��&%� �*
��!�"#$	�,���'4�"�+	 ′
7 	�	 ′
8

	@��%(GA(
��� ��"��	���	�'%%��+"��	3�4��	2��*
3�	�%���"�.'3�	�'.4�	�' "�	��	'	�5�!
%$���3�%��	 �' �"	 ψ7	 ?	 � = >− G� � (
C���"'	�"���0���"1��""#$	)�!�%	 

2��3	%!��'�	�����

∆�
= >

�7
7

G
= =

−λ
ψ

λ� �
�

'	��"�/�"��	/���"	)�!�%	>

∆
∆
�

�

= >

=
7 G 7

8
=

−
= �

�(�(	/���"'	)�!�%	�3�"�/��%+	 	� '
�','(
�%!�	�%���"�.�	
7	�	
8 	�����	"'$�*

����%+	 	0�.'!�"�&	)!�%.�%��	!�",#�
.�5���"�"#�	�%���"�.�	 ′
7 	�	 ′
8 	�����
3"�3#3�	�	�'%)�!�4�""#3�	"'	��%*
.�"��"�%��	%!� '	��	!�",#	"'	)����!*
4�"��	)�+3#$	
 C7 	�	
 C8 	@��%(HA(	�'
2.�'"	78	�����	)'�'��	� '	)'�'!!�!�*
"#$	)��.'	!���&	%	�5!�3	%$���3�%��
ψ8 = � > (	C���"'	�"���0���"1��"*
"#$	)�!�%	�����

∆�
>

�8
8

= =
λ

ψ
λ

�

'	��"�/�"��	/���"	)�!�%	>

∆
∆
�

�

>

=
8 7

I
= = �

�(�(	 	2��3	%!��'�	/���"'	)�!�%		�3�"�*
/��%+	 	I	�',(

������� ��� 8� � ��$%�$� &��  �'
����������"+.����2��*!.��� ��$��!�
�������'� ����� ��� �*��!� �� #"� �'
*�" (� λ = ⋅ −? �D ?

���/�5�$!)!�,��
.�$�!"!� $!���"�)� (� ������$�� �
�� �����"+ ������� ��!�
���4�$! !
E-� !�����$��� !�"�#!���2�� ��$�
%�$� &��  !2��!$�� !�9$��/F;/�3!'�
#���A� �;� 6�$� �� � ��$%�$� &�� �
 (����"��� ∆� � !�4�$! �B��;���"!��+
"��!"�.!&�����"��� !�4�$! �B�:;��!��
���!"+ ('� �� �� ��!"+ ('� ��$2#��
� ��$%�$� &��������"�� !�"�#!��(�
��"��/�G!$!���$(�����(A���
����-
���
��-?���-�H�
��D���/
7A	 �	 �'""�&	 �"���0���"1��""�&

%$�3�	.�5���"�"#3�	�%���"�.'3�	+ *
!+-�%+	� '	3"�3#$	�,���'4�"�+	�%*
���"�.'	
	 	���'4'-6�$	,��.'!'$(	�'
��%�".�	 J	 2��	 �%���"�.�	 ′
 	 �	 ′′
 (
�5�!	 %$���3�%��	 �"���0�����-6�$
!���&	�' �"	�5!�	 ′ ′′
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ψ = G� �(	C���"'	�"���0���"1��"*
"#$	)�!�%	�' "'

∆�
�

�
= = = −λ

ψ
λ
G

79 K 	%3 (

8A	��!'%��	 !�.'!�,'1��	 )�!�%	 "'
2.�'"�	�)����!+��%+	��!'%��-	)���%�*
��"�+	�"���0�����-6�$	)��.� D

� �≤ 9�	5��	�
�H

� H9

8
9 88J=

+
= � 	%3 (

KA	�"���0���"1��""'+	.'���"'	"'
2.�'"�	 �����	 %�33�����"�&	 ��"�%�*
��!�"�	"'�'!'	.�����"'�	@��?	9A(	��*
)�%���%� �""�	 	"'�'!�	.�����"'�	��*
���	"'$����%+	3'.%�3�3	"�!� �5�	)�*
�+�.'	 @��
� 9A	 >	 2��	 �	 �����	 3�"�*
3'!�"#&	 )��+��.	 �"���0���"1��(
�'.%�3'!�"#&	4�	)��+��.	�"���0�*
��"1��	 �����	 �3���	 3�%��	 )��	 �	 ?
? ±�9D

�
�

�

� H

� � HLMN = =
+

=9
8I

88J
∆ λ � �

(

��!"��	 ��%!�	 "'�!-�'�3#$	 )�!�%
�����

I �= =8 GHGLMN (

���������	G!$!""�"+ ('��������*!�
.��� ��$��!�������1���*��!���#"� �'
*�" (�λ �
�?DD� ���!#!�����#��1"���α

�:DJ� !����������.�#*����"�����!$!"�
"�"+ (��.�$�!"�������9$��/K;/�L!��+
�*���*�1������!���$!)!���2������"��
�$�.$!� �1��.�$�!"!��-�!����!*6!2�2
�!��+���" ���+����$!)!���2���� ��
��#*�) �1��.�$�!"!��/�M�����!�*�" -
��$!)�  (�����������.�$�!"-��������
,+������$!�,�'�"� .(�%�����$����
�2� !��$��� ���G-�����$('�$!���"��
)� � *� %��!"+ �'� �"�������� "� .(/
M�1 !"��$��� ��!��$���$&�� !"� �� �
�� ��* ������!#!�,�1�� !� �1���*��
�!/�N!��*!���#����!����!���$��� �
 �1����1 !"!��$��� ��!�*��"��!���"���
���!$!""�"+ �1����$���,� �2�.�$�!"!
��������$���+��O�
�D-D����P�@
�'%%3����3	 )���, �!�"#&	 3�3�"�

 ��3�"�(	��%��	.�����"'�'	,��.'!'	�

��"�%���!�"�	 ,��.'!'	 �	 �' "'	 �
@��%(OA(	�'&��3	 	2���	3�3�"�	�)��*
��%.�-	�',"�%��	$��'	 ∆ 	3�4��	� �*
3+	 �!"'3��	��"'	�,	.����#$	>	���'*
4�""'+	��	,��.'!'	��	'	���5'+	>	��*
�'4�""'+	��	,��.'!'	�	�	)��/��/'+
,��.'!�	�(	��+3'+	78	+ !+��%+	 �!*
"� #3	0��"��3	 @!�"��&	)�%��+""�&
0',#A	)'�'-6�&	 �!"#	 	"�.����#&
)���, �!�"#&	 3�3�"�	  ��3�"�(	 �'%*
%��+"��	2��5�	0��"�'	��	���.�	H�	5��
)���,�&���	 ���'4�"���	 �' "�	 ����,*
.�	QH�	'	�'%%��+"���	.������	"�4"�
)��&��	2��3�	0��"��	��	���.�	H	)�%*
!�	���'4�"�+	��	,��.'!'	��	�' "�	%�3*
3�	�!�"	����,.� 	7M	�	RH(	��� ��*
"��	���	�)����%.'+	�',"�%��	$��'	3�4*
��	 �!"'3�	�' "'

∆ = + −SR RH QH (

�,	��%�".'	O	"'$���3

SR RH
�

= =
:;<α

�

QH SH �= =<EFα 8 PQ α α<EF 	?

=
8 8� <EF

:;<

α
α

�

��.��'

∆ = − =
8 8

8
8� �

�
:;<

<EF

:;<
:;<

α
α

α
α (

����3"�.	�����	��5�%����� '��	3'.*
%�3'!�"#&	%�5"'!�	.�5�'

8� �:;<α λ= �	5��	��?	9�	7�	8�	R

��4��	� �3+	%�%��"�3�	3'.%�3�3'*
3�	%�5"'!'	,��.'!�	�	)��&���	�'%%��*

+"��	δ� 	?	λ α8 :;<� �(	���3+	)��$�4*
��"�+	 ,��.'!�3	 �	 2��5�	 �'%%��+"�+�
�!�	)�����	)���3�""�5�	%�5"'!'	)��*
�3"�.'�	�����

T
�

O O
= =

δ λ
α8 :;<
�

'	�'%���'	%�5"'!'	>

U
T

O
= = =

7 8
KGS

:;<α
λ

	T1 (

����������	0"2����"�#�*! �2������
�$!"+ �1������!*!��."��� �2�������
 ��!� ����"+.����2� � ��$%�$����$
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