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А . Ч Е Р Н О У Ц А Н

Êóäà ïðîñêîëüçíåò
ïàëî÷êà?

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â

êîñòü è îòïóñòèì. Ïàëî÷êà íà÷íåò ïà-
äàòü, à åå íèæíèé êîíåö ÷åðåç íåêîòî-
ðîå âðåìÿ ñäâèíåòñÿ ñ ìåñòà è áóäåò
ñêîëüçèòü ïî ïëîñêîñòè. Ìîæíî ëè
çàðàíåå ïðåäñêàçàòü, êóäà ñäâèíåòñÿ
íèæíèé êîíåö � â òó æå ñòîðîíó, êóäà
óïàäåò ïàëî÷êà, èëè â ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ?

Â îäíîì ñëó÷àå îòâåò õîðîøî èçâåñ-
òåí: åñëè òðåíèÿ íåò, òî ïàëî÷êà ñðàçó
æå íà÷íåò ïðîñêàëüçûâàòü â ñòîðîíó,
ïðîòèâîïîëîæíóþ ïàäåíèþ. Îáúÿñíå-
íèå î÷åíü ïðîñòîå � â îòñóòñòâèå ãîðè-
çîíòàëüíûõ âíåøíèõ ñèë öåíòð ìàññ
ïàëî÷êè ìîæåò ñìåùàòüñÿ òîëüêî ïî
âåðòèêàëè.

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè ìàëîì òðå-
íèè íàïðàâëåíèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ áó-
äåò òàêèì æå, ïðè÷åì íà÷íåòñÿ ïðî-
ñêàëüçûâàíèå ïðè íåáîëüøîì îòêëîíå-
íèè ïàëî÷êè îò âåðòèêàëè. À âîò ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì òðåíèè îòâåò óæå
íå ñòîëü î÷åâèäåí. Èíòóèòèâíî ÷óâ-
ñòâóåòñÿ, ÷òî åñëè ïàëî÷êà íå íà÷íåò
ïðîñêàëüçûâàòü ïðè íåáîëüøèõ óãëàõ
îòêëîíåíèÿ, òî ïîòîì çà ñ÷åò ïðèîáðå-
òåííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè îíà
ñêîðåå ïðîñêîëüçíåò âïåðåä, ïî äâèæå-
íèþ (âåðõíÿÿ ÷àñòü ïàëî÷êè «ïîòÿíåò»
çà ñîáîé íèæíþþ). ×òîáû ïðîâåðèòü
òàêîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðîâåäåì ðàñ÷åò
äâèæåíèÿ ïàëî÷êè è íàéäåì, ïðè êàêîì
íàêëîíå ïàëî÷êè íà÷íåòñÿ ïðîñêàëüçû-
âàíèå è êóäà áóäåò â ýòîò ìîìåíò íà-

ïðàâëåíà ñèëà òðåíèÿ (îíà âñåãäà íà-
ïðàâëåíà ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâåäåíèÿ
èç äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Âî-ïåðâûõ,
ïðè âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã
íåïîäâèæíîé îñè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíå-
íèå äèíàìèêè M I= ε , ãäå Ì � ìîìåíò
âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ, ε  � óãëîâîå óñêîðåíèå, à I �
ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè.
Ýòî óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ èãðàåò òàêóþ æå
ðîëü, êàê âòîðîé çàêîí Íüþòîíà � äëÿ
ïîñòóïàòåëüíîãî. Â ñëó÷àå åñëè îñü
âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êîíåö ïàëî÷-
êè, åå ìîìåíò èíåðöèè ðàâåí I = ml2 3 ,
ãäå m � ìàññà è l � äëèíà ïàëî÷êè. Âî-
âòîðûõ, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùà-
þùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà ðàâíà Iω2 2, ãäå
ω  � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ.

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íèæ-
íèé êîíåö ïàëî÷êè ïðèêðåïëåí ê ïëîñ-
êîñòè øàðíèðîì, è íàéäåì çàâèñèìîñòü
ñèëû ðåàêöèè â øàðíèðå îò óãëà íàêëî-
íà ïàëî÷êè α  (íå áåñïîêîÿñü î ïðî-
ñêàëüçûâàíèè èëè îòðûâå îò ïëîñêî-
ñòè).Âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

ÎÑÒÀÂÈÌ òîíêóþ ïàëî÷êó âåðòè-
êàëüíî íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñÏ
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ñèëû ðåàêöèè îáîçíà÷èì N
→

, à ãîðèçîí-
òàëüíóþ Fòð

→
 (ðèñ. 1). Ïîëîæèòåëüíîå

íàïðàâëåíèå äëÿ N
→

 âûáåðåì ââåðõ, à
äëÿ Fòð

→
 � âïðàâî, â ñòîðîíó ïàäåíèÿ.

Íàéäÿ çàâèñèìîñòè N αb g  è Fòð αb g  ïðè
âñåõ α , ìû ñìîæåì óñòàíîâèòü, ïðè
êàêîì óãëå â ïåðâûé ðàç âûïîëíèòñÿ
óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ

F Nòð α µ αb g b g= ,

ãäå µ  � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
×òîáû íàéòè Fòð  è N, çàïèøåì âòî-

ðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèÿõ íà îñè
Õ è Y:

F maxòð = ,  N mg may− = .

Ïðè ïàäåíèè ïàëî÷êè åå öåíòð ìàññ
äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì l/2.
Ïóñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà ïàëî÷êà
ñîñòàâëÿåò óãîë α  ñ âåðòèêàëüþ, åå
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ω , à óãëîâîå
óñêîðåíèå ðàâíî ε . Òîãäà íîðìàëüíîå
(öåíòðîñòðåìèòåëüíîå) óñêîðåíèå öåí-
òðà ìàññ ðàâíî an  = ω2 2l , à òàíãåíöè-
àëüíîå óñêîðåíèå (íàïðàâëåííîå ïî
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè) � aτ = ε l 2
(ðèñ.2). Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðîåêöèè
óñêîðåíèÿ a

→
 íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåð-

òèêàëüíóþ îñè:

a
l l

x = −ε α ω α
2 2

2cos sin ,

a
l l

y = − −ε α ω α
2 2

2sin cos .

Íàì îñòàëîñü òîëüêî îïðåäåëèòü çàâè-

ñèìîñòè ε  è ω2 îò óãëà α . Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ ïàëî÷êè:

mg
l ml

2 3

2

sin α ε=

è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

mg
l ml

2
1

3 2

2 2

− =cos α ω
b g .

Òîãäà äëÿ ïðîåêöèé óñêîðåíèÿ ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

a gx = −F
HG

I
KJ

9
4

2
3

sin cosα α ,

a g gy = −F
HG

I
KJ

−9
4

1
3

2

cos α ,

îòêóäà íàõîäèì Fòð  è N:

F mgòð = −F
HG

I
KJ

9
4

2
3

sin cosα α ,

N mg= −F
HG

I
KJ

9
4

1
3

2

cos α .

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ, ñ÷èòàÿ òåïåðü íèæíèé êîíåö
ïàëî÷êè ñâîáîäíûì. Âèäíî, ÷òî ïðè
óãëå α1 = arccos 2 3b g ≈ 48° ñèëà òðåíèÿ
ìåíÿåò çíàê. Çíà÷èò, åñëè ïðîñêàëüçû-
âàíèå íà÷íåòñÿ ïðè óãëå ìåíüøåì α1,
òî îíî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðîòèâ íà-
ïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ. Åñëè æå â èíòåðâà-
ëå óãëîâ 0 < α  < α1 ïàëî÷êà íå íà÷íåò
ïðîñêàëüçûâàòü, òî â èòîãå îíà ïðî-
ñêîëüçíåò â ñòîðîíó ïàäåíèÿ.

À ïî÷åìó ìû òàê óâåðåíû, ÷òî ïàëî÷-
êà âîîáùå íà÷íåò ïðîñêàëüçûâàòü? Ýòî
ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ N: ïîñêîëü-
êó ïðè α2  = arccos 1 3b g ≈  71° ñèëà ðåàê-
öèè îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ïðè ëþáîì
êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ óñëîâèå ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ Fòð  = µN  íàñòóïèò ïðè
óãëå ìåíüøåì α2 .

×òîáû âûÿñíèòü, êàê çàâèñèò óãîë
îòêëîíåíèÿ ïàëî÷êè â ìîìåíò ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ ,
íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

µ
α α

α
= =

−

−

F

N

òð sin cos

cos

2 3

1 3 2

b g

b g
.

Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3. Ýòà
ôóíêöèÿ èìååò îäèí ìàêñèìóì ïðè
óãëå α0 , ïîëîæåíèå êîòîðîãî ìîæíî
íàéòè ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì. Ïðàâäà,
åñëè âû íàáåðåòåñü òåðïåíèÿ è âîçüìåòå
ïðîèçâîäíóþ ïî α , òî â êîíöå âàñ æäåò
íàãðàäà: óñëîâèå ìàêñèìóìà ñâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ cos α0  = 9/11. Çíà÷åíèå
ôóíêöèè â ìàêñèìóìå ðàâíî µ0  =
= 15 10 128 ≈  0,37 .

Ïîðà äåëàòü âûâîäû. Èç ðèñóíêà 3
ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < µ  < µ0 ≈ 0,37

óðàâíåíèå Fòð  = µN  èìååò òðè ðåøå-

íèÿ, èç êîòîðûõ íà÷àëó ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøèé óãîë,
ëåæàùèé â èíòåðâàëå 0 < α  < α0 , ãäå
α0  = arccos 9 11b g ≈  35°. Ïðè µ  < µ0
ïðîñêàëüçûâàíèå ïðîèñõîäèò â ñòîðî-
íó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ïàäåíèþ, à ïðè
µ  > µ0  ïðîñêàëüçûâàíèå áóäåò ïðîèñ-
õîäèòü â ñòîðîíó ïàäåíèÿ ïðè óãëå
íàêëîíà, ëåæàùåì â èíòåðâàëå α3  <
< α  < α2  (α2  = arccos 1 3b g ≈  71° , ñìûñë
óãëà α3 ≈  51° ÿñåí èç ãðàôèêà íà ðèñóí-
êå 3).

Êàê âèäèì, îáñóæäåíèå êîíêðåòíîé
çàäà÷è ïðåâðàòèëîñü â ìàëåíüêîå èñ-
ñëåäîâàíèå, à òî÷íîå ðåøåíèå îêàçà-
ëîñü «áîãà÷å» ïîñòàâëåííîãî âîïðîñà:
âñêðûëèñü òàêèå ÷åðòû ÿâëåíèÿ, î êî-
òîðûõ ìû çàðàíåå íå äîãàäûâàëèñü.
×òî æå èìåííî ìû óçíàëè?

Âî-ïåðâûõ, ìû ïîäòâåðäèëè íà÷àëü-
íîå êà÷åñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå: ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîýôôèöèåíòå
òðåíèÿ ( µ  > 0,37) ïàëî÷êà áóäåò ïðî-

ñêàëüçûâàòü â ñòîðîíó ïàäåíèÿ (ðèñ.4).
Âî-âòîðûõ, ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðè ëþ-
áîì ñêîëü óãîäíî áîëüøîì µ  ïðîñêàëü-
çûâàíèå íà÷íåòñÿ ïðè óãëå îòêëîíå-
íèÿ, ìåíüøåì 71°. Â-òðåòüèõ, îêàçà-
ëîñü, ÷òî ïðîñêàëüçûâàíèå íèêîãäà íå
ìîæåò íà÷èíàòüñÿ â èíòåðâàëå óãëîâ îò
35° äî 51°. Ñîãëàñèòåñü, ÷òî òðóäíî
áûëî áû äîãàäàòüñÿ äî âñåãî ýòîãî çàðà-
íåå.
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