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ÃÎÂÎÐßÒ, ìàòåìàòèêà íàèáîëåå
áûñòðî ðàçâèâàåòñÿ â ïåðèîäû
êðèçèñà  ýêîíîìèêè,  ïîòîìó  ÷òî

äëÿ  íåå íå òðåáóåòñÿ äîðîãîñòîÿùåå
îáîðóäîâàíèå, à ëèøü êàðàíäàø, áó-
ìàãà, äà ãîëîâà íà ïëå÷àõ � è âñå.
Òàê-òî îíî òàê, íî, ïðàâî, íè÷óòü íå
ïîâðåäèò íàëè÷èå çà ñòîëîì êàêîãî-
íèáóäü êîìïüþòåðà, ëó÷øå âñåãî � ñ
ìèêðîïðîöåññîðîì «Ïåíòèóì». Âåäü
÷òî òàêîå «Ïåíòèóì»? Â ïåðåâîäå ñ
ëàòûíè (èëè, âîçìîæíî, ñ ãðå÷åñêî-
ãî) «ïåíòè» � ýòî, íåñîìíåííî, ïÿòü,
à «óì» � îí è åñòü óì. Òàêèì îáðà-
çîì, «Ïåíòèóì» îçíà÷àåò íè ìíîãî
íè ìàëî ïÿòü óìîâ, è èìåÿ åãî â
ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè, ìû ñðàçó êàê
áû ñòàíîâèìñÿ âî ãëàâå öåëîãî ó÷å-
íîãî ñîâåòà, êîòîðûé ñïîñîáåí íà
âåëèêèå äåëà ïîä íàøèì ÷óòêèì ðó-
êîâîäñòâîì!

Øóòêè øóòêàìè, íî êîìïüþòåð
ìîæåò ìíîãîå, è, âèäèìî, çðÿ íåêîòî-
ðûå ìàòåìàòèêè îòíîñÿòñÿ ê íåìó ñ
íåêîòîðûì ïðåíåáðåæåíèåì. Êàñïà-
ðîâ òîæå, ïîìíèòñÿ... Íî íå áóäåì î
ãðóñòíîì. Â ýòîé ñòàòüå âíèìàíèþ
÷èòàòåëÿ ïðåäëàãàþòñÿ òðè çàäà÷è,
êîòîðûå íå òî ÷òî ðåøèòü, íî äàæå
òîëêîì ñôîðìóëèðîâàòü áåç êîìïüþ-
òåðà áûëî áû âðÿä ëè âîçìîæíî.
Íàäååìñÿ, ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîä-
âèãíóò òåõ, êòî åùå ñîìíåâàåòñÿ, íà
ñòðåìëåíèå îâëàäåòü êîìïüþòåðîì è
â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ
áîðüáû ñ ñàìûìè ðàçíûìè ïðîáëåìà-
ìè.

Ïðàðîäèòåëåì ïåðâîé çàäà÷è ñòàë
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê È.Âîðîíîâè÷ � àâòîð ìíîãèõ
çàäà÷ Áåëîðóññêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàä. Êàê-òî îí ïðåäëîæèë âñå-
îáùåìó âíèìàíèþ äâå âîçðàñòàþùèå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë an  è bn, îïðå-
äåëÿþòñÿ êîòîðûå ïðåäåëüíî ïðîñòî:
îíè ïîêðûâàþò âñå ìíîæåñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë è óäîâëåòâîðÿþò óñ-
ëîâèþ an  = bn + n. Äîêàçàòü, ÷òî...

Âïðî÷åì, äîêàçûâàòü íè÷åãî íå òðå-
áîâàëîñü. Äëÿ íà÷àëà ñëåäîâàëî õîòÿ
áû ïîíÿòü, êàê ýòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñåáÿ âåäóò, è ÷òî èç ýòîãî ìîæåò
ñëåäîâàòü. Çäåñü-òî è âûÿñíèëîñü,
÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó è ëàêîíè÷-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ, «ñëàäêàÿ ïàðî÷-
êà» îáëàäàåò âåñüìà êàïðèçíûì íðà-

âîì. Âî-ïåðâûõ, äàëåêî íå î÷åâèäíî,
÷òî òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âîîáùå ñóùåñòâóþò. Ê ñ÷àñòüþ, â
ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, äëÿ ÷åãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê èõ «ñòðî-
èòü». Ïîñêîëüêó âñå an  > bn (è ÷åì
äàëüøå, òåì çíà÷èòåëüíåé), òî íàè-
ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò.å. 1, �
ýòî, êîíå÷íî, b1 . Ñëåäîâàòåëüíî, a1 =
= b1  + 1 = 1 + 1 = 2. Òàêèì îáðàçîì,
äâà íàèìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà
èñïîëüçîâàíû. À äàëüøå? Íàèìåíü-
øåå ñâîáîäíîå ïîêà ÷òî ÷èñëî � 3,
ïîýòîìó b2 = 3; òîãäà a3  = b3  + 2 =
= 3 + 2 = 5. Çàòåì ïîëó÷àåì: b3  = 4,
a3 = b3  + 3 = 7, b4  = 6, a4 = b4  + 4 =
= 10 è òàê äàëåå. Êàê âèäíî, íàäî
êàæäûé ðàç ïðîñòî-íàïðîñòî âûáè-
ðàòü íàèìåíüøåå íåèñïîëüçîâàííîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ñ÷èòàòü åãî ðàâ-
íûì bn, à çàòåì íàõîäèòü an  ïî ôîð-
ìóëå an  = bn + n. Íî íå ïîëó÷èòñÿ ëè
òàê, ÷òî î÷åðåäíîå âû÷èñëåííîå çíà-
÷åíèå an  îêàæåòñÿ óæå çàíÿòî êàêèì-
íèáóäü äðóãèì ðàíåå îïðåäåëåííûì
am  èëè bm, ãäå m < n? Íåò, íå
ïîëó÷èòñÿ! Èç ñàìîãî ñïîñîáà ïîñò-
ðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé î÷åâèä-
íî, ÷òî îáå îíè � ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùèå. Ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î
ðàâåíñòâå an  = am  è óæ òåì áîëåå � î
ðàâåíñòâå an  = bm, ïîñêîëüêó bm <
< am .

Íàçîâåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè-
íàäëåæàùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ,
À-÷èñëàìè, à ïðèíàäëåæàùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè bn � Â-÷èñëàìè. Ïî-
ñêîëüêó «ðàññòîÿíèå» ìåæäó an  è bn
ñ ðîñòîì n íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò,
òî ñëåäîâàëî îæèäàòü, ÷òî ÷åì äàëü-
øå èäòè ïî íàòóðàëüíîìó ðÿäó, òåì
ðåæå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ À-÷èñëà. ×òî-
áû â ýòîì óáåäèòüñÿ, áûë èñïîëüçî-
âàí íàø âåðíûé äðóã êîìïüþòåð, è
îêàçàëîñü, ÷òî íè÷åãî ïîäîáíîãî íå
íàáëþäàåòñÿ! Âîò êàê âûãëÿäèò íà÷à-
ëî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ïîñëå çàìåíû
êàæäîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåé áóê-
âîé À èëè Â:

BABBABABBABBABABBABAB
BABBABABBABBABABBABAB
BABBABAB...

È â òîì æå äóõå ïðîäîëæàåòñÿ íà
ïðîòÿæåíèè ñîòåí òûñÿ÷ çíàêîâ! Òàê
êîìïüþòåð îòâåðã ïåðâóþ ãèïîòåçó.

Óçðåâ, ÷òî ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ
À-÷èñåë âîâñå íå ñîáèðàåòñÿ óáû-
âàòü, ïðèøëîñü ïîâíèìàòåëüíåé ðàñ-
ñìîòðåòü, êàê ÷åðåäóþòñÿ À- è Â-
÷èñëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ìåæäó êàæäû-
ìè ñîñåäíèìè À-÷èñëàìè âñåãäà ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ îäíî èëè äâà Â-÷èñëà
(÷àùå äâà, ÷åì îäíî). Ýòî ïîäòîëê-
íóëî È.Âîðîíîâè÷à íà ãèïîòåçó î
ïåðèîäè÷íîñòè èõ ÷åðåäîâàíèÿ, âîç-
ìîæíî, ñ î÷åíü äëèííûì ïåðèîäîì.
Îí ïðîäåëàë êîëîññàëüíûé îáúåì
ðàáîòû, è íåîäíîêðàòíî êàçàëîñü,
÷òî ïåðèîä íàêîíåö-òî ïîéìàí, íî...
óñïåõ òàê è íå ïðèøåë.

Âïðî÷åì, îòðèöàòåëüíûé ðåçóëü-
òàò � òîæå ðåçóëüòàò, è îí óáåæäàåò
â òîì, ÷òî ïåðèîäà, ñêîðåå âñåãî, íåò.
Ìåæäó òåì, íåêàÿ «ðåãóëÿðíîñòü»,
áåçóñëîâíî, èìååò ìåñòî. Â ñâÿçè ñ
ýòèì àâòîð íàñòîÿùåé ñòàòüè ñäåëàë
ïîïûòêó îïðåäåëèòü õîòÿ áû, ê êàêî-
ìó ïðåäåëó ñòðåìèòñÿ îòíîøåíèå êî-
ëè÷åñòâà Â-÷èñåë ê êîëè÷åñòâó À-
÷èñåë. Òàê êàê êàæäàÿ ïàðà À-÷èñåë,
ñóäÿ ïî âñåìó, ðàçäåëåíà îäíèì èëè
äâóìÿ Â-÷èñëàìè, òî ïðåäåë (åñëè îí,
êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò) äîëæåí ëåæàòü
ãäå-òî ìåæäó 1 è 2 (è, ïîæàëóé,
áëèæå ê 2). À òî÷íåå? È íà ïîìîùü
îïÿòü ïðèøåë êîìïüþòåð. Ïåðâûå
íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë áûëè ðàñïðåäåëåíû ìåæäó íà-
øèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, à çàòåì
íàéäåíî îòíîøåíèå ìåæäó êîëè÷å-
ñòâîì Â- è À-÷èñåë. Îíî îêàçàëîñü
ðàâíûì 1,618033...

Äà âåäü ýòî æå... Íó, êîíå÷íî! Ãðåõ
íå óçíàòü çíàìåíèòîå çîëîòîå ñå÷å-

íèå, ò.å. 1 5 2+e j . À, ìîæåò, îíî
çäåñü íè ïðè ÷åì � ïðîñòî ñëó÷àéíîå
ñîâïàäåíèå? Íåò óæ, âðÿä ëè: ñëèø-
êîì ìàëîâåðîÿòíî ïîëíîå òîæäåñòâî
ñåìè äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ! Íî òîãäà
îòêóäà îíî âçÿëîñü? Åñëè âäóìàòüñÿ,
çîëîòîå ñå÷åíèå (êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü)
çäåñü âîîáùå íèêàêèì áîêîì íå ïîä-
õîäèò. Íå âåðü ãëàçàì ñâîèì!

Íèêóäà íå äåíåøüñÿ: ôàêòû � âåùü
óïðÿìàÿ. Óñïîêîèâ ñåáÿ öèòàòîé èç
êëàññèêà íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòå-
ðàòóðû Ì.Ãàðäíåðà î òîì, ÷òî îò
çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ìîæíî âñåãî îæè-
äàòü, àâòîð çàäóìàëñÿ, êàê áûòü äàëü-
øå. Ïðåæäå âñåãî, ñòàëî ïîíÿòíî,
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ïî÷åìó ïîïûòêà È.Âîðîíîâè÷à íà-
ùóïàòü ïåðèîäè÷íîñòü áûëà îáðå÷å-
íà íà ïðîâàë � âåäü ÷åðåäóéñÿ
À-÷èñëà ñ Â-÷èñëàìè ïî ïåðèîäè÷åñ-
êîìó çàêîíó, ïðåäåë áûë áû ðàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì. Íî êðîìå ýòîãî,
íè÷åãî ïóòíîãî â ãîëîâó íå ëåçëî,
çàòî òîëüêî ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ êîì-
ïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ìàÿ÷èëà, òàê
ñêàçàòü, ïåðåä ñàìûì íîñîì. Îò áå-
çûñõîäíîñòè áûëî ðåøåíî ñëåãêà åå
ìîäåðíèçèðîâàòü, ÷òîáû ïðîâåðèòü,
êàê ïîâåäóò ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
an è bn , åñëè ñâÿçàòü èõ áîëåå îáùèì
ñîîòíîøåíèåì: an = bn  + kn, ãäå k �
íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (â èñ-
õîäíîì âàðèàíòå áûëî, î÷åâèäíî,
k = 1).

Ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîëè-
÷åñòâîì Â- è À-÷èñåë áûëî íàéäåíî
äëÿ k = 2. Îíî îêàçàëîñü ðàâíûì
2,1414213... Äðîáíàÿ ÷àñòü ýòîãî ÷èñ-
ëà ïîðàçèòåëüíî íàïîìèíàåò äåñÿ-
òè÷íîå ðàçëîæåíèå 2 . Ïðàâäà, öå-
ëàÿ íà 1 áîëüøå, ÷åì íàäî. Íî òîãäà
âûõîäèò, ÷òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ äëÿ
k = 2 ðàâåí 1 + 2 . Ðåçóëüòàò íàëèöî
� õîòÿ ñîâåðøåííî íåïîíÿòíûé.

Äàëüøå âñå ïîøëî ãîðàçäî õóæå.
Âîçíèêàþùèå îòíîøåíèÿ áûëè ñî-
âñåì íè íà ÷òî íå ïîõîæè: k = 3
ïîëó÷èëîñü 3,302775..., äëÿ k =
= 4 � 4,236067..., äëÿ k  = 5 �
�5,192582... è òàê äàëåå. Òóïèê!

È çäåñü àâòîðó íåâåðîÿòíî, ïðîñòî
ôàíòàñòè÷åñêè ïîâåçëî. Ïî ñ÷àñòëè-
âîìó ñòå÷åíèþ îáñòîÿòåëüñòâ îí íåçà-
äîëãî äî ýòîãî ãîòîâèë ê ïå÷àòè ñòà-
òüþ î öåïíûõ äðîáÿõ è â ïðîöåññå
ïîäãîòîâêè èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ñîá-
ñòâåííîãî óäîâîëüñòâèÿ âû÷èñëèë
çíà÷åíèÿ ïðîñòåéøèõ öåïíûõ äðî-
áåé, êîòîðûå ÷óäîì óäåðæàëèñü â
ïàìÿòè. Â ÷àñòíîñòè, åùå íå çàáû-
ëîñü, ÷òî
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Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðîäèëàñü
ñîâåðøåííî áðåäîâàÿ èäåÿ (âïîëíå
ïîä ñòàòü ñàìèì ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿì): åñëè an = bn  + kn, òî ïðåäåë

îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà Â-÷èñåë ê êî-
ëè÷åñòâó À-÷èñåë ðàâåí ñëåäóþùåé
öåïíîé äðîáè:
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Äëÿ óäîáñòâà ñëåäóåò ïðèâåñòè åå ê
áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó. Ýòî íåòðóä-
íî. Ïóñòü äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî z.
Òîãäà ïîä ñàìîé âåðõíåé äðîáíîé
÷åòîé ðàñïîëîæåíî òî æå ñàìîå ÷èñëî
z, ÷òî äàåò íàì óðàâíåíèå:

k
z

z+ =
1

,

îòêóäà z k k= + +F
H

I
K

2 4 2. Äëÿ k =
= 1 è 2 ïîëó÷àåì óæå çíàêîìûå íàì
çîëîòîå ñå÷åíèå è 1 + 2 . À äëÿ
äðóãèõ k? Åñëè k = 3, òî õ =
= 3 13 2+e j  = 3,302775... � ïîëíîå
ñîâïàäåíèå ñ êîìïüþòåðíûì ðåçóëü-
òàòîì! Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è äëÿ
k = 4, è äëÿ k = 5, è (çäåñü «Ïåíòèóì»
ðàçîøåëñÿ íå íà øóòêó) äëÿ ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ äåñÿòêîâ çíà÷åíèé k. Âñå
ñîìíåíèÿ îòïàëè íàïðî÷ü. Ìîæíî
áûëî äàâàòü ðóêó (èëè õîòÿ áû ïà-
ëåö) íà îòñå÷åíèå, ÷òî ïðåäåë ðàâåí

èìåííî z = k k+ +F
H

I
K

2 4 2 , íî êàê

ýòî äîêàçàòü?
Çäåñü ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåøëî â

ñòàäèþ, óñëîâíî èìåíóåìóþ «ãëàçà
áîÿòñÿ, à ðóêè äåëàþò». Ñîâåðøåííî
íå âåðÿ â óñïåõ, àâòîð óíûëî ïðèñòó-
ïèë ê ðàññóæäåíèÿì. Èòàê, ïóñòü
an = bn  + kn, ãäå k � çàäàííîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ð(N) îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà Â-÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ N, ê êîëè÷åñòâó
À-÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N. Îáî-
çíà÷èì òàêæå ÷åðåç ð ïðåäåë çíà÷å-
íèÿ ð(N) ïðè N → ∞  è íàéäåì ýòî ð.

Ñíà÷àëà áûëè ñäåëàíû ïðåäâàðè-
òåëüíûå îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó ñî-
ñåäíèìè À- è Â-÷èñëàìè (äîêàæèòå
èõ):

k a a kn n+ ≤ − ≤ ++1 21 ,

1 21≤ − ≤+b bn n .

Òåïåðü âîçüìåì ïåðâûå N ÷èñåë íà-
òóðàëüíîãî ðÿäà. Ïóñòü ñðåäè íèõ
èìååòñÿ n À-÷èñåë è ñîîòâåòñòâåííî
(N � n) Â-÷èñåë. Ïî îïðåäåëåíèþ
ð(N) = (N � n)/n, îòêóäà n =
= N/(p(N) + 1).

Çàòåì ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå
÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå bn . Ñðåäè

íèõ, î÷åâèäíî, ðîâíî n Â-÷èñåë, à
êîëè÷åñòâî À-÷èñåë, ðàçóìååòñÿ, â
ð(n) ðàç ìåíüøå, ò.å. n/p(n). Âñåãî
æå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ bn , áóäåò n + n/p(n) =
= n p n p n⋅ +b gc h b g1 . Ïîñêîëüêó bn  �
íàèáîëüøåå èç íèõ, òî bn  =
= n p n p n⋅ +b gc h b g1 .

Òîãäà ñëåäóþùåå Â-÷èñëî bn+1 â
ñèëó ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê ëèáî
íà 1, ëèáî íà 2 ïðåâûøàåò bn , ò.å. bn+1
= bn  + ∆b , ãäå 1 2≤ ≤∆b . Ïîýòîìó

a b k nn n+ += + + =1 1 1b g
= b k nn b+ + + =∆ 1b g

=
n p n

p n

⋅ +
+

b gc h
b g

1
∆b kn k+ + .

Ñðåäè ïåðâûõ N íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë èìååòñÿ n  À-÷èñåë. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî a Nn ≤ , íî an+1 > N, ò.å. an+1 =
= N + ∆a , ãäå ∆a ≥ 1. Îöåíèì ∆a
ñâåðõó:

∆a na N= − ≤+1 a a kn n+ − ≤ +1 2

(â ñèëó ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê).
Èòàê, 1 2≤ ≤ +∆a k .

À òåïåðü ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè
äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûõ âûðà-
æåíèé äëÿ an+1 :
n p n

p n b

⋅ +
+ +

b gc h
b g

1
∆ kn k N a+ = + ∆ .

Âñïîìíèì, ÷òî n = N p Nb gc h+ 1  è
ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå:

N

p N

p n

p n bb g
b g
b g+

⋅
+

+ +
1

1
∆

+k
N

p N
k N a⋅

+
+ = +

b g 1
∆ .

Îòñþäà ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷àåì ãëàâíîå óðàâíåíèå:

1

1

1

p N

p n

p n
k

b g
b g
b g+

⋅
+

+
F
HG

I
KJ

=

= 1 +
− −∆ ∆a b k

N
.

Òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó è ñíè-
çó äëÿ ∆a  è ∆b  óæå èçâåñòíû, òî ëåãêî
ïîëó÷èòü è îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âûðàæå-
íèÿ ∆a  � ∆b  � k:

− − ≤ − − ≤1 1k ka b∆ ∆

(ïîäðîáíîñòè îïóùåíû, òàê êàê ñëèø-
êîì ïðîñòû).

Íàêîíåö, óñòðåìèì N ê áåñêîíå÷-
íîñòè è ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ
ãëàâíûì óðàâíåíèåì. Î÷åâèäíî, åñëè
N → ∞ , òî è n → ∞, ïîýòîìó è p(N),
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è p(n) óñòðåìÿòñÿ ê ð. Êðîìå òîãî,
âûðàæåíèå ∆a  � ∆b  � k îãðàíè÷åíî
ñâåðõó è ñíèçó íåêîòîðûìè ôèêñèðî-
âàííûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó ïðåäåë
îòíîøåíèÿ ∆ ∆a b k N− −c h  óñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëü-
íûé âèä ãëàâíîãî óðàâíåíèÿ òàêîâ:

1

1

1
1 0

p

p

p
k

+
⋅

+
+

F
HG

I
KJ

= + .

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è èçáàâëåíèÿ
îò çíàìåíàòåëåé ïîëó÷àåòñÿ óðàâíå-
íèå

p pk2 1 0− − = ,

èç êîòîðîãî

p
k k

=
+ +2 4

2
â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè  ñ ïðåäïîëî-
æåíèåì. Ãîðà ñ ïëå÷!

Êîíå÷íî, íàøè ðàññóæäåíèÿ ãðå-
øàò êîå-êàêèìè íåäî÷åòàìè. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïðå-
äåëó â ãëàâíîì óðàâíåíèè, ñëåäîâà-
ëî áû äîêàçàòü ñàìî ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà. Íî â öåëîì ðåçóëüòàò ñëå-
äóåò ïðèçíàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì.
È ïîëó÷èëè ìû åãî, â îñíîâíîì,
áëàãîäàðÿ êîìïüþòåðó, èáî íå çíàÿ
áðîäó, êóäà áû ìû ñóíóëèñü? À ïîä-
ãîíÿòü ðåøåíèå ïîä èçâåñòíûé îòâåò
� ìèëîå äåëî (â ÷åì ñ íàìè ñîãëà-
ñèòñÿ ëþáîé òðîå÷íèê). Õâàëà «Ïåí-
òèóìó»!

Âòîðàÿ çàäà÷à òàêæå ñâÿçàíà ñ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòÿìè. ×èòàòåëü, âèäè-
ìî, íåîäíîêðàòíî ñòàëêèâàëñÿ ñ çà-
äà÷àìè òèïà: «Âîçüìåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è n
ðàç âû÷åðêíåì èç íåå âñå ÷èñëà, ñòî-
ÿùèå íà ÷åòíûõ ìåñòàõ. ×òî ïîëó-
÷èòñÿ?» Íà ýòîò âîïðîñ îòâåòèòü íå-
ñëîæíî, êàê è íà ïîäîáíûå âîïðîñû
îá àíàëîãè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
(â êîòîðûõ, ñêàæåì, âû÷åðêèâàþòñÿ
÷èñëà, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ,
ëèáî ïîïåðåìåííî íà ÷åòíûõ è íå-
÷åòíûõ è ò.ï.). Êàê-òî, ðàçâëåêàÿñü
ñ ïîäîáíûìè ýêñïîíàòàìè, àâòîð íåî-
æèäàííî íàòêíóëñÿ íà èçðÿäíûõ ðàç-
ìåðîâ ïîäâîäíûé êàìåíü, êîòîðûé
ñàì æå, â îáùåì-òî, è ïîðîäèë. À
èìåííî: âîçüìåì âñå òó æå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âû-
÷åðêíåì èç íåå âñå ÷èñëà, ñòîÿùèå
íà ìåñòàõ, íîìåðà êîòîðûõ äåëÿòñÿ
íà 2 (ò.å., äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ÷åò-
íûå ÷èñëà). Â ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âû÷åðêíåì âñå ÷èñëà,
ñòîÿùèå íà ìåñòàõ, íîìåðà êîòîðûõ
äåëÿòñÿ íà 3. Çàòåì âû÷åðêèâàåì âñå
÷èñëà, ñòîÿùèå íà ìåñòàõ, íîìåðà

êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà 4. Íó, è òàê
äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè. ×òî çà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü anm r  ïîëó÷èòñÿ?

Âî-ïåðâûõ, îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
êàêàÿ-òî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷èòñÿ. Â
ñàìîì äåëå, ïîñëå òîãî, êàê âû÷åðê-
íóòû âñå ÷èñëà, íîìåðà êîòîðûõ äå-
ëÿòñÿ íà n, ïåðâûå n ÷ëåíîâ îáðàçî-
âàâøåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëü-
íåéøèì èçìåíåíèÿì íå ïîäâåðãíóò-
ñÿ, èáî ïîñëå ýòîãî áóäóò âû÷åðêè-
âàòüñÿ êàêèå-òî ÷èñëà, ïîðÿäêîâûå
íîìåðà êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå n.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü, íà-
ïðèìåð, ïåðâóþ ñîòíþ ÷ëåíîâ íàøåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè anm r , ïðèäåòñÿ
ïðîäåëàòü óêàçàííóþ îïåðàöèþ 99
ðàç (âû÷åðêèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
êàæäîå âòîðîå, òðåòüå, ..., ñîòîå ÷èñ-
ëî). Âðó÷íóþ ïðîäåëàòü íå÷òî ïîäîá-
íîå äàæå äëÿ íå î÷åíü áîëüøèõ n �
äåëî íåìûñëèìîå.

Íî ïîçâîëüòå, à «Ïåíòèóì» íà ÷òî?
Çàïðÿæåì-êà åãî ïîêðåï÷å! Âîò è
ðåçóëüòàò: îáðàçóåòñÿ ñòðàííàÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ ÷èñ-
ëàìè: 1, 3, 7, 13, 19, 27, 39, 49, 63, 79,
91, 109, 133, 147, ... Íè÷åãî âðàçóìè-
òåëüíîãî î íåé ñêàçàòü íåëüçÿ, êðîìå
òîãî, ÷òî îíà âîçðàñòàåò. Ê íàøåé
ðàäîñòè, êîìïüþòåð ñ õîðîøèì ïðî-
ãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì ñïîñîáåí
ïîìèìî âû÷èñëåíèé òàêæå è ñòðîèòü
ãðàôèêè, ÷åì ìû íå ïðåìèíåì âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí
ãðàôèê çàâèñèìîñòè an îò n. Õîòÿ
çàâèñèìîñòü, êàê âèäíî, ÿâíî íåðàâ-
íîìåðíàÿ, íî â öåëîì âîçðàñòàíèå an
âåñüìà ðåãóëÿðíîå, ïðè÷åì íàâåðíÿ-
êà íå ëèíåéíîå, à áîëåå áûñòðîå.
Êàêîå æå?

Çäåñü ïðèøëîñü ê ïÿòè óìàì êîì-
ïüþòåðà ïîäêëþ÷èòü ÷åëîâå÷åñêèé è
çàíÿòüñÿ ýâðèñòèêîé, ò.å. íåñòðîãè-
ìè ðàññóæäåíèÿìè îáùåãî õàðàêòå-
ðà. Äîïóñòèì, ìû âçÿëè íå áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à ëèøü an
ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âû÷åð-
êíóëè èç íèõ êàæäîå âòîðîå. Îñòà-

íåòñÿ ïðèìåðíî ïîëîâèíà, ò.å. 1/2.
Èç íèõ âû÷åðêèâàåì êàæäîå òðåòüå.
Îñòàíåòñÿ ïðèìåðíî 2/3 îñòàòêà. Âû-
÷åðêíóâ çàòåì êàæäîå ÷åòâåðòîå, îñ-
òàâèì ïðèìåðíî 3/4 ïðåäûäóùåãî
îñòàòêà è òàê äàëåå. Ïðîäåëàâ òàêóþ
îïåðàöèþ n ðàç, ìû äàëüøå, êàê óæå
îòìå÷àëîñü, âû÷åðêíóòü íè÷åãî íå
ñìîæåì, ïîòîìó ÷òî îñòàíåòñÿ êàê
ðàç n ÷èñåë: a1, a2 , ..., an. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äîëÿ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë
(èõ êîëè÷åñòâî ïî îòíîøåíèþ ê
êîëè÷åñòâó èñõîäíûõ) áëèçêà ê
1 2 2 3 3 4 1b g b g b g b gc h⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −K n n  = 1 n.
Íî åñëè n ÷èñåë ñîñòàâëÿþò 1/n èõ
èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà, òî ïåðâîíà-
÷àëüíî ÷èñåë áûëî n2 . Èòàê, åñòü
îñíîâàíèÿ ðîáêî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
an äîëæíî áûòü áëèçêî ê n2 . Êàê áû
ýòî ïðîâåðèòü? Áåçóñëîâíî, ñ ïîìî-
ùüþ òîãî æå êîìïüþòåðà: åñëè îí
ïîñòðîèë ãðàôèê çàâèñèìîñòè an îò
n, òî êòî åìó ìåøàåò ïîñòðîèòü ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè an  îò n? ×òî èç
ýòîãî ïîëó÷èëîñü, ÷èòàòåëü ìîæåò
ëèöåçðåòü íà ðèñóíêå 2. Âïå÷àòëÿåò?
Åùå áû! Òåïåðü ìîæíî óæå íå ðîá-
êî, à âïîëíå óâåðåííî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî an ñ ðîñòîì n àñèìïòîòè÷åñêè
ïðèáëèæàåòñÿ ê kn2.

×òî æ, äåëî çà ìàëûì � íàéòè k.
Ñíà÷àëà, êîíå÷íî, âû÷èñëèì åãî ñ
âîçìîæíî áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Çà-
ïóñêàåì ïðîãðàììó... Ãîòîâî! Ïîëó-
÷àåì k = 0,785398... Ãîñïîäè, ÷òî æå
ýòî? Ïðîíèöàòåëüíûé ÷èòàòåëü óæå
äîãàäàëñÿ, à îñòàëüíûå ïóñòü óìíî-
æàò íà 4. Î óæàñ � ïîëó÷àåòñÿ π ! Ýòî
ïî÷èùå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ! Òàêîé ðå-
çóëüòàò ñïîñîáåí ñâàëèòü ñ íîã äàæå
íîðìàëüíîãî ÷åëîâåêà, íå ãîâîðÿ î
ëþáèòåëå ìàòåìàòèêè.

Îòäûøàâøèñü ïîñëå íîêäàóíà,
ïûòàåìñÿ ñîáðàòü ìûñëè â êó÷ó.
Èòàê, k = π 4 . Íèêóäà íå äåíåøüñÿ
� ïðèäåòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å, îáúÿñíèòü ýòî çíà÷åíèå çàä-
íèì ÷èñëîì. Íî êàê? Âñïîìíèì íàøè
ðàññóæäåíèÿ, ïîçâîëèâøèå ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî an áëèçêî ê n2 . Ïî÷åìó
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íå ïîëó÷èëîñü ïðîñòî an = n2 , ò.å.
k = 1? Íåñîìíåííî, ïðè÷èíà êðîåòñÿ
â ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåìûõ ñëîâàõ
«ïðèìåðíî». Â ñàìîì äåëå, âû÷åðêè-
âàÿ èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë,
ñêàæåì, êàæäîå ïÿòîå, ìû óìåíü-
øèì èõ êîëè÷åñòâî ðîâíî íà 1/5
òîëüêî åñëè îíî äåëèòñÿ íà 5, â
ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå � ìåíüøå, ÷åì
íà 1/5. Òî æå âåðíî è ïðè äðóãèõ
âû÷åðêèâàíèÿõ, òàê ÷òî â èòîãå äîëÿ
îñòàâøèõñÿ ÷èñåë îêàæåòñÿ íåñêîëü-
êî áîëüøå 1/n, ÷òî ïîâëå÷åò çà ñî-
áîé íåêîòîðîå óìåíüøåíèå k.

Ïîïûòàåìñÿ «îáíàëè÷èòü» ýòó
èäåþ. Âîçüìåì, êàê è ïðåæäå, an
ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü
ìû óæå âû÷åðêíóëè êàæäîå âòîðîå,
òðåòüå, ..., (i � 1)-å èç íèõ è ñåé÷àñ
ñîáèðàåìñÿ âû÷åðêíóòü êàæäîå i-å.
Åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë, åùå îñòàâ-
øèõñÿ ïåðåä ýòîé îïåðàöèåé, ðàâíî
N, òî N ìîæåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà
i ëþáîé èç i îñòàòêîâ � îò 0 äî (i � 1)
âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ
êîëè÷åñòâî âû÷åðêíóòûõ ÷èñåë, î÷å-
âèäíî, ðàâíî N/i, (N � 1)/i, (N �
� 2)/i, ..., (N � (i � 1))/i. Åñòå-
ñòâåííî ñ÷èòàòü âñå âîçìîæíûå îñòàò-
êè ðàâíîâåðîÿòíûìè, âñëåäñòâèå ÷åãî
ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âû÷åðêíóòûõ
÷èñåë äîëæíî áûòü áëèçêî ê ñðåäíå-
ìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïåðå÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ðàâíî

N

i

N

i

N

i

N i

i
i

+
−

+
−

+ +
− −

=

1 2 1
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b g

=
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i
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− 1

2
,

à êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ÷èñåë
ñîñòàâëÿåò

N
N

i

i

i
− −

−F
HG

I
KJ =

1

2

i

i
N

i

i

−
+

−1 1
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Òåïåðü ïîãëÿäèì, âî ÷òî ýòî âûëü-
åòñÿ, ìåíÿÿ i îò 2 äî n. Ïîíà÷àëó N =
= an, ïîýòîìó ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ
êàæäîãî âòîðîãî ÷èñëà êîëè÷åñòâî
îñòàâøèõñÿ ÷èñåë ñîñòàâèò

1

2

1

2 2
an +

⋅
.

Ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ êàæäîãî òðåòüå-
ãî ÷èñëà ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî
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2

1

2 2

2

2 3
an +

⋅
F
HG

I
KJ +

⋅
=

=
1

3

1

2 3

2

2 3
an +

⋅
+

⋅
,
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âåðòîãî �
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Äàëüøå, âèäèìî, ïðîäîëæàòü íå
íàäî � è òàê âñå ÿñíî. Çàêîíîìåð-
íîñòü âïîëíå ïðîçðà÷íà, è íå ñîñòàâ-
ëÿåò òðóäà äîêàçàòü åå, íàïðèìåð, ïî
èíäóêöèè. Îêîí÷àòåëüíûé æå ðåçóëü-
òàò òàêîâ: ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ êàæ-
äîãî n-ãî ÷èñëà èõ âñåãî îñòàíåòñÿ

1 1

2

2

2

1

2n
a

n n

n

nn +
⋅

+
⋅

+ +
−
⋅

=K

=
a

n

nn +
− 1

4
.

Âñïîìíèì, ÷òî ýòî îêîí÷àòåëüíîå
çíà÷åíèå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ n, è ïîòî-
ìó

a

n

n
nn +

−
=

1

4
,

îòêóäà an  = 3 42n n+e j , è k =

= lim
n

na n
→∞

2  = 3/4. Òåïåðü ïðîìàõ â

äðóãóþ ñòîðîíó � ÷óòü-÷óòü íåäîòÿ-
íóëè äî π 4 . Äîñàäíî!

Íî ãäå æå èñòî÷íèê ýòîãî ïðîìàõà?
Äîëæíî áûòü, â êàçàâøåìñÿ íàì åñòå-
ñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèè î ðàâíîâå-
ðîÿòíîñòè îñòàòêîâ. «Âñå íå òàê, ðå-
áÿòà!» � ñêàçàë áû ïî ýòîìó ïîâîäó
Â.Ñ.Âûñîöêèé. À êàê?

Ïîõîæå, íà âûáðàííîì ïóòè ïåðñ-
ïåêòèâà îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó
âîçüìåìñÿ çà äåëî â áóêâàëüíîì ñìûñ-
ëå ñ äðóãîãî êîíöà. À èìåííî: âîçüìåì
n ÷èñåë è áóäåì äîáàâëÿòü ê íèì
(èëè, òî÷íåå ñêàçàòü, âñòàâëÿòü)
ñíà÷àëà êàæäîå n-å, çàòåì � êàæäîå
(n � 1)-å è òàê äàëåå âïëîòü äî
êàæäîãî âòîðîãî.

Îòìåòèì òåïåðü ñëåäóþùèé ôàêò.
Âñòàâëÿÿ êàæäîå n-å ÷èñëî, ìû íà-
âåðíÿêà óâåëè÷èì êîëè÷åñòâî ÷èñåë
ðîâíî íà 1. Áîëåå òîãî, âñòàâëÿÿ
çàòåì êàæäîå (n � 1)-å ÷èñëî, êàæäîå
(n � 2)-å ÷èñëî è òàê äàëåå íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî ðàç (çàâèñÿùåå, ïîíÿòíî,
îò n), ìû áóäåì òåì ñàìûì òàêæå
äîáàâëÿòü ðîâíî ïî îäíîìó ÷èñëó,
ïîêà êîëè÷åñòâî ÷èñåë íå âîçðàñòåò
íàñòîëüêî, ÷òî ïðè î÷åðåäíîé âñòàâêå
îêàæóòñÿ âñòàâëåííûìè óæå äâà ÷èñ-
ëà. Çàòåì íåñêîëüêî ðàç áóäåò âñòàâ-
ëåíî ïî äâà ÷èñëà, ïîêà íà î÷åðåäíîì
øàãå íå ïåðåéäåì ê òðåì è òàê äàëåå.

Óïîðñòâà íàì íå çàíèìàòü � â î÷å-
ðåäíîé ðàç ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè
íîâîé èäåè. Ïóñòü ìû ïîñëåäîâàòåëü-

íî ñîâåðøàåì îïèñàííûå «âñòàâíûå»
îïåðàöèè, äîáàâëÿÿ ïðè ýòîì ïî îä-
íîìó ÷èñëó. Çàòåì, êîãäà ìû íà÷àëè
âñòàâëÿòü êàæäîå x1 -å ÷èñëî, äîáàâè-
ëîñü óæå äâà ÷èñëà, ïîñêîëüêó çíà÷å-
íèå x1  â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óìåíü-
øèëîñü, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë â
äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè âîçðîñëî. Èòàê,
ìû ïðîäîëæàåì «âñòàâêè», äîáàâëÿÿ
ïî äâà ÷èñëà, íî íà÷èíàÿ âñòàâëÿòü
êàæäîå x2 -å ÷èñëî, äîáàâëÿåì óæå ïî
òðè ÷èñëà è òàê äàëåå.

Åñëè áû óäàëîñü íàéòè ÿâíóþ çàâè-
ñèìîñòü xm îò m, ýòî áûëî áû áîëü-
øèì óñïåõîì. ×òî æ, ïîïûòêà � íå
ïûòêà, ïîïðîáóåì. Äî òîãî, êàê ìû
ñòàíåì âñòàâëÿòü êàæäîå xm-å ÷èñëî,
îáùåå «íàêîïëåííîå» êîëè÷åñòâî ÷è-
ñåë, î÷åâèäíî, ñòàëî ðàâíî

y n n x x xm = + − + − +1 1 22c h c h

+ 3 2 3 1x x m x xm m− + + − =−c h c hK

= 2 1 2 1n x x x mxm m+ + + + −−Kc h .

Òî, ÷òî ïðè âñòàâêå î÷åðåäíîãî, êàæ-
äîãî xm-ãî ÷èñëà, áóäóò äîáàâëåíû
óæå íå m, à m + 1 ÷èñåë, îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ym = m xm+ 1b g  (âåäü ýòî êàê
ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ym â äîñòàòî÷íîé
ñòåïåíè âîçðîñëî, à xm â îñòàòî÷íîé
ñòåïåíè óìåíüøèëîñü). Òîãäà

m xm+ =1b g

=2 1 2 1n x x x mxm m+ + + + −−Kc h
è

x
n x x x

mm
m=

+ + + +
+

−2

2 1
1 2 1K

.

Ýòî óæå êîå-÷òî: ïîëó÷åíî ðåêóð-
ðåíòíîå âûðàæåíèå. À ìîæíî ëè èç
íåãî ïîëó÷èòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü xm
îò m? Îêàçûâàåòñÿ, äà! Íå óòîìëÿÿ
÷èòàòåëÿ îïèñàíèåì òâîð÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ è ñîïðîâîæäàþùèìè èõ ìóêà-
ìè è îøèáêàìè, ïðèâåäåì ñðàçó ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé îêàçàëñÿ, ñîãëàñè-
òåñü, î÷åíü ñèìïàòè÷íûì è äàæå ñëåã-
êà êðàñèâûì:

x n
m

mm =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
2 4 6 2

3 5 7 2 1

K

K b g
.

Òåïåðü ïîðàçìûñëèì, äî êàêèõ ïîð
(ò.å., òî÷íåå ãîâîðÿ, äî êàêîãî m)
áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ ïðîöåññ «âñòàâ-
êè». Íî çäåñü è ðàçìûøëÿòü íå÷åãî �
äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíåò xm = 1
(ïîñêîëüêó äàëüíåéøåå äîáàâëåíèå
îçíà÷àëî áû âñòàâêó êàæäîãî ïåðâîãî
÷èñëà � àáñîëþòíûé íîíñåíñ!). Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèáîëüøåå m ñâÿ-
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çàíî ñ n ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

1 2 4 6 2

3 5 7 2 1n

m

m
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

K

K b g .

Òîãäà îáùåå ÷èñëî íàêîïëåííûõ
÷èñåë ym = m xm+ 1b g  = m + 1. Íî ÷òî
èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ym? Ýòî êîëè-
÷åñòâî ÷èñåë, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü,
åñëè, ñòàðòîâàâ îò n ÷èñåë, ìû ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âñòàâèëè â íèõ êàæäîå
n-å, çàòåì êàæäîå (n � 1)-å, êàæäîå
(n � 2)-å, ..., êàæäîå 2-å ÷èñëî. ×òî
ïîëó÷èòñÿ? Êîíå÷íî, an! Èòàê, an =
= ym = m + 1. Íó, à äëÿ íàõîæäåíèÿ
èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà k ìû äîëæ-
íû íàéòè ïðåäåë a nn

2  ïðè n → ∞.
ßñíî, ÷òî ïðè n → ∞ áóäåò è m → ∞,
ïîýòîìó

k
a

n
m

nn

n

n
= = +
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1
1b g
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Íàâåðíÿêà çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäå-
ëà ìîæíî íàéòè â êàêîì-íèáóäü òîë-
ñòîì ñïðàâî÷íèêå. Íî ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü åãî è ñàìè, èñïîëüçóÿ
çíàìåíèòóþ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà:

m! ≈ m e m
mb g 2π . Âåëèêîå åå äîñòî-

èíñòâî â òîì, ÷òî îíà � àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ: âûïîëíÿåòñÿ òåì òî÷íåå, ÷åì
áîëüøå m, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê
íåëüçÿ ëó÷øå ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäåëîâ. Ïðàâäà, ÷èñëèòåëü
è çíàìåíàòåëü íàøåé äðîáè íå ÿâëÿ-
þòñÿ ôàêòîðèàëàìè, íî ìîãóò áûòü
î÷åâèäíûì îáðàçîì ê íèì ïðèâåäå-
íû. Â ÷èñëèòåëå, íàïðèìåð, äîñòà-
òî÷íî êàæäûé ñîìíîæèòåëü ïîäåëèòü
íà 2, à â çíàìåíàòåëå � ìåæäó ñî-
ìíîæèòåëÿìè âñòàâèòü... ñîìíîæè-
òåëè ÷èñëèòåëÿ! È âîò ÷òî èç ýòîãî
ïîëó÷àåòñÿ:
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m
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Ïðÿìî â ÿáëî÷êî!
Êîíå÷íî, è çäåñü íàøè ðàññóæäå-

íèÿ èìåþò íåìàëî îãðåõîâ, íî èñêî-
ðåíÿòü èõ êàê-òî íå ïîäíèìàåòñÿ ðóêà:
íå íàâðåäèòü áû! Êóäà ïðèÿòíåé ïî-
÷èâàòü íà ëàâðàõ, íî íåêîãäà, ïîòîìó
÷òî íàñ æäåò òðåòüÿ çàäà÷à.

Åå ïðåäûñòîðèåé ìîæíî ñ÷èòàòü
äðóãóþ çàäà÷ó, ïðåäëîæåííóþ â 1995
ãîäó íà êîíêóðñå «Ìàòåìàòèêà 6�
8»:

Èç áóêâ À è Á ñîñòàâëåíî 1995-
áóêâåííîå ñëîâî. Äîêàæèòå, ÷òî åãî
ìîæíî ðàçáèòü ìåíåå ÷åì íà 800
áîëåå êîðîòêèõ ñëîâ, êàæäîå èç êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì. (Ïà-
ëèíäðîìîì íàçûâàåòñÿ ñëîâî, êîòî-
ðîå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå
åãî áóêâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå).

Ðåøåíèå åå òàêîâî. Ðàññìîòðèì âñå
âîçìîæíûå ïÿòèáóêâåííûå ñëîâà,
ñîñòîÿùèå èç áóêâ À è Á, è óáåäèìñÿ,
÷òî êàæäîå òàêîå ñëîâî ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íå áîëåå ÷åì íà äâà ïàëèíäðîìà.
Ïîñêîëüêó áóêâû À è Á ðàâíîïðàâ-
íû, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëîâà,
íà÷èíàþùèåñÿ ñ áóêâû À. Ïîýòîìó
ïåðåáîð îêàçûâàåòñÿ ñîâñåì íåâåëèê
� âñåãî 16 ñëîâ:

ÀÀÀÀÀ = ÀÀÀÀÀ
ÀÀÀÀÁ = ÀÀÀÀ + Á
ÀÀÀÁÀ = ÀÀ + ÀÁÀ
ÀÀÀÁÁ = ÀÀÀ + ÁÁ
ÀÀÁÀÀ = ÀÀÁÀÀ
ÀÀÁÀÁ = ÀÀ + ÁÀÁ
ÀÀÁÁÀ = À + ÀÁÁÀ
ÀÀÁÁÁ = ÀÀ + ÁÁÁ
ÀÁÀÀÀ = ÀÁÀ + ÀÀ
ÀÁÀÀÁ = À + ÁÀÀÁ
ÀÁÀÁÀ = ÀÁÀÁÀ
ÀÁÀÁÁ = ÀÁÀ + ÁÁ
ÀÁÁÀÀ = ÀÁÁÀ + À
ÀÁÁÀÁ = ÀÁÁÀ + Á
ÀÁÁÁÀ = ÀÁÁÁÀ
ÀÁÁÁÁ = À + ÁÁÁÁ

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå 1995-áóê
âåííîå ñëîâî è ðàçîáüåì åãî ñíà÷àëà
íà 5-áóêâåííûå � èõ áóäåò âñåãî
1995 : 5 = 399. Êàæäîå èç ýòèõ
5-áóêâåííûõ ñëîâ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî íå áîëåå, ÷åì
èç äâóõ ïàëèíäðîìîâ. Ïîýòîìó ïðî-
èçâîëüíîå 1995-áóêâåííîå ñëîâî ìîæ-
íî ñîñòàâèòü íå áîëåå, ÷åì èç 399 ⋅ 2 =
= 798 ïàëèíäðîìîâ, ò. å. ìåíüøå ÷åì
èç 800, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ó âúåäëèâîãî ÷èòàòåëÿ íàâåðíÿêà
âîçíèê åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷åì ðó-
êîâîäñòâîâàëñÿ àâòîð çàäà÷è, ðàçáè-
âàÿ äëèííîå ñëîâî èìåííî íà ïÿòèáóê-
âåííûå êóñêè? Íåóæåëè òîëüêî òåì,
÷òî 1995 äåëèòñÿ íà 5? Êîíå÷íî, íåò.
×èñëî 1995 ïîíà÷àëó âîîáùå íå ôè-

ãóðèðîâàëî. Ïðåæäå âñåãî, àâòîð õî-
òåë ïðîèçâåñòè íàèáîëüøåå âïå÷àòëå-
íèå íà ðåøàþùèõ � ÷òîáû ïðè îäíîé
è òîé æå äëèíå èñõîäíîãî ñëîâà ÷èñëî
êóñêîâ-ïàëèíäðîìîâ îêàçàëîñü íàè-
ìåíüøèì. Ïîýòîìó îí ïðåäâàðèòåëü-
íî ðàññìîòðåë ñàìûå êîðîòêèå ñëîâà,
âûÿñíÿÿ, íà êàêîå ÷èñëî ïàëèíäðî-
ìîâ ìîæíî èõ ðàçáèòü. Íàïðèìåð,
îäíîáóêâåííîå ñëîâî � ñàìî ïî ñåáå
ïàëèíäðîì. Òàêèå ñëîâà èç äâóõ áóêâ,
êàê ÀÀ è ÁÁ � òàêæå ïàëèíäðîìû, íî
ÀÁ è ÁÀ � íåò, èõ ïðèõîäèòñÿ ðàçáè-
âàòü íà 2 ïàëèíäðîìà êàæäîå. Ñ
òðåõáóêâåííûìè ñëîâàìè òîæå âîçíè
íåìíîãî � ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü
ñîñòàâëåíî íå áîëåå, ÷åì èç äâóõ
ïàëèíäðîìîâ. Íåñêîëüêî áîëüøå ðà-
áîòû ñ ÷åòûðåõáóêâåííûìè ñëîâàìè,
íî íåñëîæíî âûÿñíèòü, ÷òî è çäåñü
âñåãäà õâàòàåò äâóõ ïàëèíäðîìîâ. Äëÿ
ïÿòèáóêâåííûõ ñëîâ ïåðåáîð ñäåëàí
âûøå � òîæå äâà ïàëèíäðîìà!

Íà ýòîì ïîêà ïðèòîðìîçèì, è ÷òî-
áû ðàçáèðàòüñÿ äàëåå ñ áîëüøåé íà-
ó÷íîñòüþ, ââåäåì â îáðàùåíèå ôóíê-
öèþ f(n). Îïðåäåëèì åå òàê. Ðàññìîò-
ðèì âñå âîçìîæíûå n-áóêâåííûå ñëî-
âà, ñîñòîÿùèå èç À è Á, è ðàçîáüåì
êàæäîå òàêîå ñëîâî íà íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå ÷èñëî êóñêîâ-ïàëèíäðî-
ìîâ. Èç ïîëó÷åííûõ íàèìåíüøèõ
çíà÷åíèé âûáåðåì íàèáîëüøåå. Ýòî è
áóäåò f(n).

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî âû÷èñëå-
íèåì f(n) äëÿ íàèìåíüøèõ n ìû êàê
ðàç òîëüêî ÷òî çàíèìàëèñü, è âûÿñíè-
ëè, ÷òî f(1) = 1, f(2) = f(3) = f(4) =
= f(5) = 2. À ÷åìó ðàâíî f(6)? Îêàçû-
âàåòñÿ, ýòî çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè è
áåç ïåðåáîðà. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì,
÷òî f(n + 1) ≤  f(n) + 1 äëÿ ëþáîãî n.
Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì (n + 1)-áóê-
âåííîå ñëîâî è îòäåëèì îò íåãî îäíó
êðàéíþþ áóêâó (áåçðàçëè÷íî � ïåð-
âóþ èëè ïîñëåäíþþ). Ïîëó÷èòñÿ n-
áóêâåííîå ñëîâî, êîòîðîå (ïî îïðåäå-
ëåíèþ ôóíêöèè f) ìîæíî ðàçáèòü íå
áîëåå, ÷åì íà f(n) ïàëèíäðîìîâ. À
òàê êàê îòðåçàííàÿ êðàéíÿÿ áóêâà �
ñàìà ïî ñåáå ïàëèíäðîì, òî íàèìåíü-
øåå ÷èñëî ïàëèíäðîìîâ, íà êîòîðûå
ìîæíî ðàçáèòü (n + 1)-áóêâåííîå
ñëîâî, íå ïðåâûøàåò f(n) + 1.

Âû÷èñëèì, íàêîíåö, f(6). Èç íåðà-
âåíñòâà f(n + 1) ≤  f(n) + 1 ñëåäóåò,
÷òî f(6) ≤  f(5) + 1 = 2 + 1 = 3. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî óêàçàòü
6-áóêâåííîå ñëîâî, êîòîðîå íåëüçÿ
ðàçáèòü íà 2 ïàëèíäðîìà: íàïðèìåð,
ÀÁÀÀÁÁ. Ïîýòîìó f(6) ≥  3. Òàêèì
îáðàçîì, f(6) = 3. Ìîæíî òàêæå
óáåäèòüñÿ, ÷òî è f(7) = 3, íî çäåñü áåç
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ïåðåáîðà (è ê òîìó æå âåñüìà îáúåì-
íîãî) íå îáîéòèñü.

À òåïåðü âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà-
÷å. Ïî÷åìó âñå-òàêè àâòîð ñíà÷àëà
äåëèë èñõîäíîå ñëîâî íà ïÿòèáóêâåí-
íûå ÷àñòè, à íå íà ÷àñòè äðóãîé
äëèíû? Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãëî-
áàëüíàÿ öåëü ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû
ïðîèçâåñòè íàèáîëüøåå âïå÷àòëåíèå,
à äëÿ ýòîãî ñëåäîâàëî ñâåñòè ê ìèíè-
ìóìó èòîãîâîå ÷èñëî ïàëèíäðîìîâ.
Åñëè èñõîäíîå ñëîâî ñîñòîèò èç Ì
áóêâ, òî ðàçáèâ åãî ñíà÷àëà íà n-
áóêâåííûå ÷àñòè, ïîëó÷èì M/n ÷àñ-
òåé (ïîëàãàåì, ÷òî Ì äåëèòñÿ íà n).
Äàëåå, êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî
ðàçäåëèòü íå áîëåå ÷åì íà f(n) ïàëèí-
äðîìîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îêîí÷à-
òåëüíîå ÷èñëî ïàëèíäðîìîâ ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíûì M f n n⋅ b g . Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàäî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òî-
áû âûáðàòü òàêîå n, äëÿ êîòîðîãî
îòíîøåíèå f n nb g  íàèìåíüøåå, èëè
(÷òî òî æå ñàìîå) îòíîøåíèå n f nb g
íàèáîëüøåå.

Ñðåäè òåõ n, äëÿ êîòîðûõ f(n) íàì
èçâåñòíî, íàèëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ èìåí-
íî 5, ïîòîìó ÷òî 5/f(5) = 5/2 = 2,5
� ýòî áîëüøå, ÷åì äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
n, íå ïðåâûøàþùåãî 7. Áëèæàéøåå ê
íåìó çíà÷åíèå (íåñêîëüêî õóäøåå)
ðàâíî 7/f(7) = 7/3 = 2,33...

Èòàê, ïðè ñîçäàíèè çàäà÷è àâòîð
îêîí÷àòåëüíî îñòàíîâèëñÿ íà n = 5, è
ëèøü çàòåì ïîäîáðàë ïîäõîäÿùåå Ì
= 1995 � äëèíó èñõîäíîãî ñëîâà,
êðàòíóþ n, óâÿçàâ åå çàîäíî ñ íîìå-
ðîì òåêóùåãî ãîäà. Òàêîâà èñòîðèÿ
äàííîé çàäà÷è.

Ïîñëå âûïóñêà çàäà÷è â ñâåò àâòîð
äîëãîå âðåìÿ ïðåáûâàë â áëàæåííîé
óâåðåííîñòè, ÷òî èç âñåõ íàòóðàëü-
íûõ n èìåííî ïðè n = 5 äîñòèãàåòñÿ
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ
n/f(n). Ýòà óâåðåííîñòü çíà÷èòåëüíî
îêðåïëà ïîñëå òîãî, êàê âûÿñíèëîñü,
÷òî f(8) = 4, è ïîòîìó 8/f(8) = 2 �
ÿâíîå óõóäøåíèå ðåçóëüòàòà äàæå ïî
ñðàâíåíèþ ñ n = 7. È ïîòîìó àâòîð
áûë íåñêàçàííî ïîòðÿñåí, êîãäà âñå
òîò æå È.Âîðîíîâè÷, íåçàäîëãî äî
òîãî îçíàêîìëåííûé ñ çàäà÷åé, äîêà-
çàë, ÷òî f(13) = 5. Ðàçóìååòñÿ, îí ïðè
ýòîì ïðèìåíèë íå ïðÿìîé ïåðåáîð
(äëÿ êîòîðîãî ïðèøëîñü áû ïðîñ-
ìîòðåòü áîëåå 4 òûñÿ÷ òðèíàäöàòè-
áóêâåííûõ ñëîâ � ñèçèôîâ òðóä!), à
ëèøü ÷àñòè÷íûé, êîìïåíñèðóÿ íåäî-
ñòàòîê êîëè÷åñòâà âûñîêèì óðîâíåì
è òîíêîñòüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäå-
íèé. Òàê êàê 13/f(13) = 13/5 = 2,6,
òî ðåêîðäíîå ïðåæäå îòíîøåíèå, äî-
ñòèãàâøååñÿ ïðè n = 5, îêàçàëîñü

ïðåâçîéäåííûì! Áîëåå òîãî, È.Âîðî-
íîâè÷ ïîïûòàëñÿ ïîùóïàòü è 27-áóê-
âåííûå ñëîâà, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê
ïàðó 13-áóêâåííûõ ñ îäíîé áóêâîé
ìåæäó íèìè è âûñêàçàë (õîòÿ è íå
ñóìåë äîêàçàòü) ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
f(27) = 10. Åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê, òî èìååò ìåñòî íîâûé ðåêîðä:
27/10 = 2,7.

Îáñóæäåíèå çàäà÷è âñëåäñòâèå òà-
êèõ îòêðûòèé ïðèîáðåëî íîâûé èì-
ïóëüñ. Ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåêîðäîâ, êòî-òî âûäâèíóë
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñ ðîñòîì n îòíî-
øåíèå n/f(n) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðî-
ìó ïðåäåëó, è åùå êòî-òî, âèäèìî,
ñîâñåì îøàëåâ, âûñêàçàë ìûñëü, ÷òî
ýòîò ïðåäåë âïîëíå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ
å � çíàìåíèòîìó îñíîâàíèþ íàòó-
ðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ, ðàâíîìó
2,71828... Ýòî ïîëóìèñòè÷åñêîå çàÿâ-
ëåíèå ÷óòü íå ïîâåðãëî âñåõ â øîêî-
âîå ñîñòîÿíèå è ñòèìóëèðîâàëî äàëü-
íåéøèå èññëåäîâàíèÿ. Íó, à ïîñêîëü-
êó ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ íè÷åãî íå
äàâàëè, ïðèøëîñü ìîáèëèçîâàòü òÿ-
æåëóþ àðòèëëåðèþ, òî áèøü êîìïüþ-
òåð, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ, êàê îáñòîÿò
äåëà.

Çäåñü ìû âûíóæäåíû ìàæîðíûå
èíòîíàöèè íàøåãî èçëîæåíèÿ çàìå-
íèòü ìèíîðíûìè: êîìïüþòåð ìàëî
÷åì ïîìîã. Åñëè â ïðåäûäóùèõ çàäà-
÷àõ îí áûë âïîëíå ñïîñîáåí ðàáîòàòü
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñîäåðæàùè-
ìè ñîòíè òûñÿ÷ ýëåìåíòîâ, òî çäåñü
âñå îáñòîÿëî ãîðàçäî õóæå. Ïîñêîëü-
êó ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ñëîâà íà
îäíó áóêâó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
ñëîâ âîçðàñòàåò ñðàçó âäâîå, òî äàæå
âîçìîæíîñòè «Ïåíòèóìà» äîâîëüíî
áûñòðî èñ÷åðïàëèñü. Âñïîìíèòå çíà-
ìåíèòûå çåðíà íà øàõìàòíîé äîñêå!
Ôàêòè÷åñêè êîìïüþòåð îêàçàëñÿ èìè
çàñûïàí, è óäàëîñü äîáðàòüñÿ ëèøü
äî 19-áóêâåííûõ ñëîâ. Âîò çíà÷åíèÿ
f(n) äëÿ âñå n îò 9 äî 19:

f(9) = f(10) = 4,

f(11) = f(12) = f(13) = 5

(Âîðîíîâè÷ áûë ïðàâ!),

f(14) = f(15) = f(16) = f(17) = 6,

f(18) = f(19) =7.

Íåãóñòî, íî âñå-òàêè ëó÷øå, ÷åì
íè÷åãî. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, èìååì íî-
âûé ðåêîðä: 17/f(17) = 2,83... Êàê
âèäèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîøå-
íèé n/f(n) ïåðåøàãíóëà ÷åðåç ÷èñëî
å è, ïîõîæå, íå íàìåðåíà îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà äîñòèãíóòîì. Òàê ÷òî ñî-
ìíèòåëüíî, ÷òî ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî å. Òîãäà, ìîæåò áûòü, π?
Òðóäíî ñêàçàòü. Êîíå÷íî, âïîëíå âîç-
ìîæíî, ÷òî ïðåäåëà íåò âîâñå, è îòíî-
øåíèÿ n/f(n) âîçðàñòàåò íåîãðàíè-
÷åííî (õîòÿ è íåïðàâèëüíî, ñ ðûâêà-
ìè è êîëåáàíèÿìè). Ïðàâäà, ðàññóæ-
äàÿ ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêè, òðóäíî â ýòî
ïîâåðèòü. Âåäü n/f(n) � ýòî, ïî ñóòè,
ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëèíäðîìà, íà êîòî-
ðûå ðàçáèòî ñàìîå «òðóäíîðàçáèâàå-
ìîå» n-áóêâåííîå ñëîâî. Ìîæåò ëè
ýòà ñðåäíÿÿ äëèíà íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàòü? Âðÿä ëè. Õîòÿ...

Äà, çäåñü îñîáûìè óñïåõàìè õâàñ-
òàòüñÿ  íå ïðèõîäèòñÿ. Áîëåå òîãî, íå
äîêàçàíî äàæå íåðàâåíñòâî f(n + 1) ≥
≥ f(n), õîòÿ îíî-òî âîîáùå âûãëÿäèò
ïî÷òè î÷åâèäíûì.

Â îáùåì, íà÷àëè âî çäðàâèå, à
êîí÷èëè çà óïîêîé. Ïå÷àëüíî, íî ÷òî
äåëàòü? Îäíà íàäåæäà � íà ÷èòàòå-
ëåé. Âîçìîæíî, êòî-òî ñóìååò ñîñòà-
âèòü òàêóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû-
÷èñëèò çíà÷åíèÿ f(n) äëÿ íåñêîëüêèõ
ñîòåí ïåðâûõ n, àíàëèçèðóÿ êîòîðûå,
óäàñòñÿ ïðàâèëüíî ñïðîãíîçèðîâàòü
åå ïîâåäåíèå è íàéòè ïðåäåë (åñëè îí
ñóùåñòâóåò, êîíå÷íî). À ìîæåò, åñòü
è ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé ïóòü?

P.S. Â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè
àâòîðó êàçàëîñü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áîëåå îáùåé
è íàâåðíÿêà áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è, à
èìåííî: ÷òî áóäåò, åñëè â àëôàâèòå íå
2 áóêâû, à m áóêâ, ãäå m � çàäàííîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî? Òàêèì îáðàçîì,
îò ÷àñòíîé çàäà÷è èçó÷åíèÿ ôóíêöèè
îò îäíîé ïåðåìåííîé f(n) ìû ïåðåõî-
äèì ê áîëåå îáùåé çàäà÷å èçó÷åíèÿ
ôóíêöèè f(m,n).

Îêàçàëîñü, îäíàêî, ÷òî ýòè ñëîæ-
íîñòè � ôèêòèâíûå: äëÿ âñåõ m, êðî-
ìå m = 2, çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷ðåçâû÷àé-
íî ïðîñòî.

Åñëè m = 1, òî âñå ñëîâà ñîñòîÿò èç
îäèíàêîâûõ áóêâ, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ
ïàëèíäðîìàìè. Ïîýòîìó f(1, n) = 1
äëÿ ëþáîãî n.

Åñëè æå m > 2, òî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî f(m,n) = n. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì
ëèøü òðè ðàçëè÷íûõ áóêâû (À, Á è
Â) è ñîñòàâèì èç íèõ âîò òàêóþ
áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü:

...ÀÁÂÀÁÂÀÁÂÀÁÂÀÁÂÀÁ

ÂÀÁÂÀÁÂÀÁÂ...

Âûðåçàííîå èç íåå ñëîâî ëþáîé äëè-
íû, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ìîæíî
ðàçáèòü íà ïàëèíäðîìû, òîëüêî «ðàñ-
ñûïàâ» íà îòäåëüíûå áóêâû.


