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Âïèñàííûå
ìíîãîóãîëüíèêè
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М.ПАНОВ ,  А .СПИВАК

ÌÛ ÐÀÑÑÊÀÆÅÌ î çàäà÷å èç «Çà-
äà÷íèêà «Êâàíòà» � îáúÿñíèì, îò-

êóäà îíà âîçíèêëà, ïîêàæåì åå ðàçíî-
îáðàçíûå ñâÿçè ñ äðóãèìè çàäà÷àìè.

Ì1624. Âíóòðè âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà A A An1 2K

íàøëàñü îòëè÷íàÿ îò öåíòðà îêðóæ-
íîñòè òî÷êà P, èç êîòîðîé âñå ñòîðî-
íû âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè. Ìîãóò
ëè äëèíû âñåõ îòðåçêîâ A P1 , A P2 , ...
..., A Pn  áûòü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè? Ðàçáåðèòå ñëó÷àè: à) n = 4; á) n =
= 8; â) n = 6; ã) n = 5 èëè 7; ä) n > 8.

Ïîñêîëüêó «ñâÿçè» äàæå áîëåå êðà-
ñèâû è èíòåðåñíû, ÷åì ñàìà çàäà÷à,
êîìó-òî ïîêàæåòñÿ, ÷òî îíà � òîëüêî
ïîâîä äëÿ ðàçãîâîðà. Íàâåðíîå, òàê
îíî è åñòü. Íî îäèí èç íàñ óçíàë îáî
âñåì ýòîì, áóäó÷è øêîëüíèêîì è çàèí-
òåðåñîâàâøèñü ýòîé çàäà÷åé. Ïðèãëà-
øàåì ïîâòîðèòü ýòîò ïóòü.

Ñâîéñòâî ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà
Åñëè åñòü ðàäè ÷åãî ñòàðàòüñÿ, òî íå
ãðåõ è ïåðåñòàðàòüñÿ.

Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è. Îíà
ñòîëü çàìå÷àòåëüíà, ÷òî âîøëà â «Çà-
äà÷íèê «Êâàíòà» îäíîé èç ïåðâûõ. Ìû
ðåøèì åå ïÿòüþ ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 1 (Ì18, à). Íà äóãå AB
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà
X. Äîêàæèòå, ÷òî AX + BX = CX
(ðèñ.1).

Ïåðâîå ðåøåíèå (äëÿ âîñüìèêëàññ-
íèêîâ � ñ ðàâíûìè òðåóãîëüíèêàìè è
òåîðåìîé î âïèñàííîì óãëå). Îòëîæèì
íà XC îòðåçîê XY, ðàâíûé îòðåçêó XB
(ðèñ. 2).

Ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå,
∠CXB = ∠CAB = 60°. Ïîýòîìó ∆ XBY
ïðàâèëüíûé. Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã B íà
60° òî÷êà C ïåðåõîäèò â A, òî÷êà Y � â
X. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè CBY è ABX
ðàâíû, CY = AX. Ñëåäîâàòåëüíî,

CX = CY + YX = AX + BX.

Âòîðîå ðåøåíèå (î÷åíü ïîõîæåå íà
ïåðâîå). Ïîñòðîèì íà îòðåçêå XB âîâíå
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê XZB (ðèñ.
3). Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã B íà 60° òî÷êà

C ïåðåõîäèò â òî÷êó A, X � â Z, ∆ CXB
� â ∆ AZB. Çíà÷èò, CX = AZ. Ïîñêîëü-
êó ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ âïè-
ñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà AXBC ðàâ-
íà 180°, èìååì ∠AXB = 120°, òàê ÷òî
òî÷êè A, X, Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ñëåäîâàòåëüíî,

AX + BX = AX + XZ = AZ = CX.

Òðåòüå ðåøåíèå (äëÿ äåâÿòèêëàññ-
íèêîâ � ñ òåîðåìîé êîñèíóñîâ). Îáî-
çíà÷èì AB = BC = CA = l, AX = a, BX =
= b, CX = c. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

íàõîäèì èç ∆ AXC è ∆ CXB:

l a c ac
2 2 2 2 60= + − °cos ,

l b c bc
2 2 2 2 60= + − °cos .

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì a
2  � b

2�
� ac + bc = 0, îòêóäà

(a � b)(a + b � c) = 0.

Îñòàëîñü ðàçäåëèòü íà a � b. (Ñëó÷àé
a = b ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.)

×åòâåðòîå ðåøåíèå (äëÿ äåñÿòèêëàññ-
íèêîâ � ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîð-
ìóëàìè). Ïðîâåäåì äèàìåòð XX′  (ðèñ.
4). Îáîçíà÷èì ∠ ′CXX  = ϕ . Òîãäà
òðåóãîëüíèêè XAX′ , XBX′ , XCX′   �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ ãèïîòåíóçîé XX′ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

AX XX= ′ °−cos 60 ϕb g ,
BX XX= ′ °+cos 60 ϕb g ,

îòêóäà

AX BX+ =

 = XX ′ °− + °+ =cos cos60 60ϕ ϕb g b gc h

= XX ′ ⋅ ° =2 60cos cos ϕ XX CX′ =cos ϕ .

Ïÿòîå ðåøåíèå (äëÿ ó÷åíèêîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ êëàññîâ � ñ òåîðåìîé Ïòî-
ëåìåÿ). Äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà AXBC çàïèøåì òåîðåìó Ïòîëå-
ìåÿ:

AX ⋅ BC + BX ⋅ AC = CX ⋅ AB.

Ðàçäåëèâ íà äëèíó ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà ABC, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Óïðàæíåíèå 1. Íà äóãå CD îïèñàííîé
îêðóæíîñòè êâàäðàòà  ABCD  âçÿòà òî÷êà

P. Äîêàæèòå, ÷òî AP + CP = 2BP.

Ñâîéñòâî
øåñòèóãîëüíèêà
Ìû ïÿòüþ ñïîñîáàìè ðåøèëè çàäà÷ó 1.
À ñåé÷àñ ïåðåôîðìóëèðóåì åå, èçìåíèâ
äî íåóçíàâàåìîñòè.

Çàäà÷à 2. Åñëè äèàãîíàëè AD, BE è
CF âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà

A

X

B

C

Рис. 1

Рис. 2

A

X

B

Y

C

Z

A

X

B

C

Рис. 3

Рис. 4

X

ϕA

X

B

C



Ê Â À Í Ò  $     / ¹ 

ABCDEF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P ïîä
óãëîì 60° äðóã ê äðóãó (ðèñ. 5), òî

AP + CP + EP = BP + DP + FP. (1)

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó P
îêðóæíîñòü, êîíöåíòðè÷åñêóþ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ.
6). Òîãäà

AP + CP + EP =

= AX + XP + CP + EP,

BP + DP + FP =

= BY + YP + DP + FZ + ZP.

Ïîñêîëüêó AX = DP, BY = EP, CP =
= FZ, çàäà÷à 2 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå

ðàâåíñòâà XP = YP + ZP. Îíî îáåñïå-
÷åíî çàäà÷åé 1, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê
XYZ ðàâíîñòîðîííèé (ïî òåîðåìå î
âïèñàííîì óãëå, ∠YZX = ∠YPX = 60°
è ∠XYZ = ∠XPZ = 60°).

Àíàëîãè÷íîå çàäà÷å 2 óòâåðæäåíèå
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà P ëåæèò âíå øåñòèóãîëüíè-

êà. À èìåííî, åñëè ïîä óãëîì 60° äðóã
ê äðóãó ïðîâåëè òðè ïðÿìûå, êîòîðûå
ïåðåñåêëè íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7, òî ëåãêî äîêà-
çàòü ðàâåíñòâî

�AP + CP � EP = BP + DP � FP.

Îíî àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (1), òîëüêî
íåêîòîðûå îòðåçêè «âçÿòû ñî çíàêîì
ìèíóñ».

Óïðàæíåíèÿ
2. ×åðåç òî÷êó ïðîâåäåíû òðè ïðÿìûå ïîä

óãëîì 60° äðóã ê äðóãó. Äîêàæèòå, ÷òî
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç
ëþáîé äðóãîé òî÷êè ïëîñêîñòè íà ýòè ïðÿ-
ìûå, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà.

3. à) ×åðåç òî÷êó ïðîâåëè ÷åòûðå ïðÿ-
ìûå ïîä óãëîì 45° äðóã ê äðóãó (ðèñ. 8).

Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðîâ, îïóùåííûõ èç ëþáîé äðóãîé òî÷êè
ïëîñêîñòè íà ýòè ïðÿìûå, ÿâëÿþòñÿ âåð-
øèíàìè êâàäðàòà.

á) Îêðóæíîñòü ðàçäåëèëè äèàìåòðàìè íà
ðàâíûå äóãè è èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îïó-
ñòèëè ïåðïåíäèêóëÿðû íà ýòè äèàìåòðû.
Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêó-
ëÿðîâ � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà (êîòîðûé âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, åñëè
«îïóñêàòü ïåðïåíäèêóëÿðû» èç öåíòðà îê-
ðóæíîñòè, è âûðîæäàåòñÿ â «äâóóãîëüíèê»,
åñëè îêðóæíîñòü ðàçäåëèëè äâóìÿ äèàìåò-
ðàìè íà ÷åòûðå ðàâíûå äóãè).

Ñëó÷àé n = 4 çàäà÷è
Ì1624
Çàéìåìñÿ ïóíêòîì à). Íàïîìíèì, ÷òî
åñëè õîðäû KM è LN îêðóæíîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, òî KS ⋅ MS =
= LS ⋅ NS. Áîëåå òîãî, ëåãêî äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Åñëè îòðåçêè KM è LN
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, òî íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèíàä-
ëåæíîñòè òî÷åê K, L, M è N îäíîé
îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
KS ⋅ MS = LS ⋅ NS.

Â ñèëó ëåììû, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-
ìåðà ê ïóíêòó à) äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþ-
áûå äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îòðåçêà,
êîòîðûå äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íà
òàêèå îòðåçî÷êè äëèí a, b, c, d, ÷òî ac

= bd. Ãîäÿòñÿ, íàïðèìåð, a = 4, b = 2,
c = 1, d = 2 (èëè a = 6, b = 4, c = 2,
d = 3, êàê íà ðèñóíêå 9).

Ñëó÷àé n = 6
Äëÿ âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà
ABCDEF, äèàãîíàëè AD, BE, CF êîòî-
ðîãî ïîä ðàâíûìè óãëàìè ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå P, êàê ìû äîêàçàëè, âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a c e b d f

ad be cf

+ + = + +

= =

R
S|
T|

,

,
    (2)

ãäå a = PA, b = PB, c = PC, d = PD,
e = PE, f = PF.

Â ïóíêòå â) çàäà÷è Ì1624 ìû äîëæ-
íû âûÿñíèòü, ìîãóò èëè íåò âñå äëèíû
a, b,..., f áûòü ðàöèîíàëüíûìè, åñëè
òî÷êà P íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíî-
ñòè.

Ëåììà 2. Åñëè íà ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîä óãëîì 60° äðóã ê äðóãó ïðÿìûõ îò
òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ P îòëîæèòü
îòðåçêè PA = a, PB = b, ..., PF = f, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2),
òî ïîëó÷èì âïèñàííûé øåñòèóãîëüíèê
AÂCDEF.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòëîæèì ñíà÷àëà
íà äâóõ ïðÿìûõ îòðåçêè PA = a, PB =
= b, PD = d, PE = e. Â ñèëó ëåììû 1,
òî÷êè A, B, D, E ïîïàäóò íà îäíó
îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì òî÷êè ′C  è

′F  ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ òðå-
òüåé ïðÿìîé è îáîçíà÷èì ′c  = PC′ ,

′f  = PF ′ . Òîãäà

a c e b d f

ad be c f

+ ′ + = + + ′

= = ′ ′

R
S|

T|

,

,
 (3)

ãäå ′c  è ′f  � ýòî âîâñå íå ïðîèçâîäíûå,
à âñåãî ëèøü äëèíû îòðåçêîâ PC′  è
PF ′ .

Èç ñèñòåì (2) è (3) èìååì:

c c f f

cf c f

− ′ = − ′

= ′ ′

R
S|

T|

,

.

Çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå â âèäå c
� f = ′c � ′f , âîçâåäåì â êâàäðàò è
ïðèáàâèì ê ðåçóëüòàòó ó÷åòâåðåííîå

Рис. 5
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âòîðîå óðàâíåíèå:

c f c f+ = ′ + ′b g d i2 2
.

Çíà÷èò, c + f = ′c  + ′f . Âñïîìíèâ
óðàâíåíèå c � f = ′c  � ′f , ïîëó÷àåì:
c = ′c , f = ′f . Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðèäóìàéòå äðóãîé ñïî-
ñîá äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ c = ′c , f = ′f ,
îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî ÷èñëà c è �f
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2  � (c � f)x = cf, à «äðóãèìè» êîðíÿìè
òîãî æå ñàìîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

′c  è � ′f .

×òîáû ïîñòðîèòü ïðèìåð ê ïóíêòó â),
îñòàëîñü ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå ñèñòåìû
(2) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ a, b, c, d, e,
f, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû äðóã äðóãó.
Íà çàñòàâêå (ñ. ??) ïðèâåäåíî äàæå òðè
ïðèìåðà. Õîòèòå óçíàòü, êàê èõ ïðèäó-
ìàëè? Ðåøèòå ñëåäóþùèå òðè óïðàæ-
íåíèÿ!

Óïðàæíåíèÿ
5. Ïðèäóìàéòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå âñå

èç êîòîðûõ ðàâíû äðóã äðóãó, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óðàâíåíèÿì ad = be = cf.

6. Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, íå âñå èç êîòîðûõ
ðàâíû äðóã äðóãó.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ÷èñëàìè, íàé-
äåííûìè â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè, è äîì-
íîæüòå èõ ðàçóìíûì îáðàçîì.

7. Ïðèäóìàéòå áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ðåøå-
íèé ñèñòåìû (2), îòëè÷íóþ îò a = b = c =
=d = e =f.

Ñâîéñòâî ïÿòèóãîëüíèêà
Çàäà÷à 3. Íà äóãå AE îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíè-
êà ABCDE îòìå÷åíà òî÷êà X. Äîêà-
æèòå, ÷òî AX + CX + EX = BX + DX.

Ïåðâîå ðåøåíèå (òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êîå). Ïðîâåäåì äèàìåòð XX′  (ðèñ.10).
Îáîçíà÷èì ∠ ′CXX  = ϕ , XX′  = d.
Òîãäà òðåóãîëüíèê AXX′  ïðÿìîóãîëü-
íûé, îòêóäà AX = XX′ cos ∠ ′AXX  =
= d cos 72°+ϕb g . Àíàëîãè÷íî, BX =
= d cos 36°+ϕb g, CX = d cos ϕ , DX =
= d cos 36°− ϕb g , EX = d cos 72°− ϕb g. Çíà-

÷èò, îñòàëîñü ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

cos cos cos72 72°+ + + °− =ϕ ϕ ϕb g b g
= cos cos36 36°+ + °−ϕ ϕb g b g.

Ïîñêîëüêó

cos cos72 72°+ + °− =ϕ ϕb g b g 2 72cos cos° ϕ,

cos cos36 36°+ + °− =ϕ ϕb g b g 2 36cos cos° ϕ,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî cos36° �
� cos72° = 1/2.

Äîìíîæèì åãî ëåâóþ ÷àñòü íà sin36°:

cos36°sin36° � cos72°sin36° =

=
1
2

sin72° � 
1
2

(sin108° � sin36°) =

=
1
2

sin36°,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî cos36° �

� cos72° = 1/2 ìîæíî äîêàçàòü ïðîùå,
ïðîâåäÿ áèññåêòðèñó KN óãëà K ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà KLM ñ óãëîì
ïðè âåðøèíå ∠M = 36° è îñíîâàíèåì
KL = 1 (ðèñ. 11). Âîçíèêíóò ðàâíîáåä-

ðåííûå òðåóãîëüíèêè LKN è KNM.
Çíà÷èò, MN = NK = KL = 1. Îïóñòèâ
ïåðïåíäèêóëÿðû MM1  è NN1 íà îñíî-
âàíèå òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì: KN1 =
cos36°, M N1 1  = MNcos72° = cos72°,

cos36° �cos72° = KN1 �M N1 1  =

 = KM1  = 1/2.

Âòîðîå ðåøåíèå (ñî ñêàëÿðíûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè). Îòëîæèì âåêòîðû
a
→

, c
→

, e
→

åäèíè÷íîé äëèíû âäîëü ëó÷åé

XA, XC, XE, à âåêòîðû b
→

, d
→

 � âäîëü
ëó÷åé BX è DX (ðèñ. 12). Òîãäà AX=
a XX
→ →

⋅ ′ , CX = c XX
→ →

⋅ ′ , EX = e XX
→ →

⋅ ′ ,
BX= − ⋅ ′

→ →
b XX , DX = − ⋅ ′

→ →
d XX . Çíà-

÷èò,

AX + CX + EX � BX � DX =

= ( a c e b d
→ → → → →

+ + + + )XX′
→

.

Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî a
→

 + c
→

 + e
→

+ b
→

+

+ d
→

 = 0. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïî
òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå ïðÿìûå AX,

BX, CX, DX è EX ïåðåñåêàþòñÿ ïîä
ðàâíûìè óãëàìè (ðèñ. 13). Åñëè áû
ñóììà s

→
 = a

→
 + c

→
 + e

→
+ b

→
 + d

→
 áûëà

îòëè÷íà îò 0
→

, òî âåêòîð s
→

 èçìåíÿëñÿ
áû ïðè ïîâîðîòå íà 72°. Íî ïðè ýòîì
ïîâîðîòå ñëàãàåìûå a

→
, d

→
, b

→
, e

→
, c

→

âñåãî ëèøü ïåðåñòàâëÿþòñÿ ìåñòàìè,
ïåðåõîäÿ â d

→
, b

→
, e

→
, c

→
, a

→
 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Óïðàæíåíèÿ
8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî

ìíîãîóãîëüíèêà ñóììà âåêòîðîâ, ïðîâåäåí-
íûõ â åãî âåðøèíû èç öåíòðà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè, ðàâíà íóëþ.

9. 999 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîí-
öàìè â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 1998-óãîëü-
íèêà ðàçáèâàþò ýòè âåðøèíû íà ïàðû. Äî-
êàæèòå, ÷òî íà îòðåçêàõ ìîæíî òàê ðàññòà-
âèòü ñòðåëêè, ÷òî ñóììà ïîëó÷åííûõ âåêòî-
ðîâ áóäåò ðàâíà íóëþ. (Ñàíêò�Ïåòåðáóð-
ãñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 1998 ãîäà,
Ñ.Áåðëîâ)

10. Ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê A A An1 2K

âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì R è öåíò-
ðîì O. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïðîåê-
öèé íà ïðÿìóþ OP âñåõ n âåêòîðîâ, ñîåäè-
íÿþùèõ òî÷êó P ñ âåðøèíàìè n-óãîëüíèêà,
ðàâíà nR.

11. Âû÷èñëèòå ñóììû êîñèíóñîâ

à) cos cos cos0
2

5

4

5
+ + +

π π

+ cos cos
6

5

8

5

π π
+ ,

B D

ϕ

A E

X

XC

Рис. 10
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1
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á) cos cos
2

5

4

5

π π
+ ,

â) cos cos cos
2

7

4

7

6

7

π π π
+ + ,

ã) cos
2

2 1
1

πj

k
j

k

+
=

∑ , ãäå k � íàòóðàëüíîå

÷èñëî.

Óêàçàíèå. Ïðî÷èòàéòå ñòàòüþ Í.Á.Âà-
ñèëüåâà è Â.À.Ñåíäåðîâà «Ïðî óãîë π 7 è

7 » â «Êâàíòå» ¹2 çà 1996 ã.
12. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X

äóãè A A
1 7  îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðàâèëü-

íîãî ñåìèóãîëüíèêà A A A A A A A
1 2 3 4 5 6 7  âåð-

íî ðàâåíñòâî

A X A X A X A X
1 3 5 7

+ + + =

=A X A X A X
2 4 6

+ + .

á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí.

13. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äèàãîíàëè
A A

1 6 , A A
2 7 , A A

3 8 , A A
4 9 , A A

5 10  âïèñàííîãî
äåñÿòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ðàâíû-
ìè óãëàìè â òî÷êå P, òî

PA PA PA PA PA1 3 5 7 9+ + + + =

=PA PA PA PA PA
2 4 6 8 10

+ + + + .

á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà ñ ÷åò-
íûì ÷èñëîì ñòîðîí, íå äåëÿùèìñÿ íà 4.

â) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå äëÿ 12-óãîëüíèêà.

14. Ðåøèòå çàäà÷ó 3 òðåòüèì ñïîñîáîì,
ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïòîëåìåÿ ê ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêàì ABCX, BCDX, CDEX, DEXA
è EXAB.

Ñëó÷àé n = 8
Îáðàòèìñÿ ê ïóíêòó á) çàäà÷è Ì1624.
Ïóñòü äèàãîíàëè âïèñàííîãî âîñüìè-
óãîëüíèêà A A A A A A A A1 2 3 4 5 6 7 8  ïåðåñå-
êàþòñÿ ïîä ðàâíûìè óãëàìè â òî÷êå P
(ðèñ. 14). Îïóñòèì èç öåíòðà O îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðû OB1 ,
OB2 , OB3  è OB4  íà äèàãîíàëè A A1 5 ,
A A2 6 , A A3 7  è A A4 8. Ïîëó÷èì, â ñèëó
óïðàæíåíèÿ 3, êâàäðàò B B B B1 2 3 4 , íà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè êîòîðîãî ëåæèò
òî÷êà P. Åñëè áû äëèíû âñåõ îòðåçêîâ

PAi  (i = 1,..., 8) áûëè ðàöèîíàëüíû, òî
è äëèíû îòðåçêîâ PB1 = PA PA5 1 2−d i ,

..., PB4  = PA PA4 8 2−d i  áûëè áû ðà-
öèîíàëüíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåí-
ñòâó PB1 + PB3  = 2 2PB  óïðàæíåíèÿ 1.

Ñëó÷àé ÷åòíîãî n > 6
Çàéìåìñÿ ïóíêòîì ä) äëÿ ÷åòíûõ n.
Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, öåíòð O
îêðóæíîñòè ëåæèò âíóòðè óãëà A PA2 3 .
Îáîçíà÷èì ∠OPA2  = θ . Îïóñòèì ïåð-
ïåíäèêóëÿðû PB1, PB2  è PB3  íà ïðÿ-
ìûå PA1 , PA2  è PA3. Òîãäà

PB OP
n1 = +

F
HG

I
KJ

cos
π

θ ,

PB OP2 = cosθ ,

PB OP
n3 = −

F
HG

I
KJ

cos
π

θ ,

îòêóäà

PB PB1 3+ =

=2OP ncos cosθ πb g = 2 2PB ncos πb g,

ò. å. cos π nb g = PB PB PB1 3 22+d i c h .
Åñëè áû äëèíû âñåõ îòðåçêîâ PAi

áûëè ðàöèîíàëüíûìè, òî è äëèíû

PB1 = PA PAn1 1 2− +c h ,

PB2  = PA PAn2 2 2− +c h ,

PB3  = PA PAn3 3 2− +d i

áûëè áû ðàöèîíàëüíûìè. Íî ïðè n > 3
÷èñëî cos π nb g  èððàöèîíàëüíî (äîêà-
çàòåëüñòâî ñì. â Ïðèëîæåíèè).

Ñëó÷àé íå÷åòíîãî n > 3
Ïðîäîëæèì êàæäûé èç ëó÷åé A Pi , ãäå
i = 1,..., n, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíî-
ñòüþ â òî÷êå Bi . Â ñèëó óïðàæíåíèÿ 13,

PA PA PAn1 2+ + + =K

= PB PB PBn1 2+ + +K .

Ïî ñâîéñòâó õîðä,

PA PB1 1⋅ = PA PB PA PBn n2 2⋅ = = ⋅K .

Çíà÷èò, âåëè÷èíà PA PBi i⋅  = ñ îäíà
è òà æå äëÿ âñåõ i = 1,..., n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå äëèíû PAi
ðàöèîíàëüíû. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ
PBi  = c PAi  â ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

PA PA PAn1 2+ + + =K

= c
PA PA PAn

1 1 1

1 2

+ +
F
HG

I
KJ
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî c � ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî. Çíà÷èò, ðàöèîíàëüíû è âñå
âûðàæåíèÿ PBi  = c PAi . Â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå äîêàçàíî, ÷òî òàêîãî íå
áûâàåò.

Ïðèëîæåíèå
Êàê èçâåñòíî, cos π  = �1 è cos π 3b g  =
1/2 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, cos π 2b g = 1 2  � èððàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî. Èððàöèîíàëüíîñòü ÷è-
ñåë âèäà cos π nb g  áûëà èñïîëüçîâàíà
íàìè â ðàçäåëå «Ñëó÷àé ÷åòíîãî n > 6».
Ýòó èððàöèîíàëüíîñòü ìîæíî äîêàçû-
âàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Êðàñèâîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî
â ñòàòüå À.Åãîðîâà «Ðåøåòêè è ïðà-
âèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè» (ñì. Ïðèëî-
æåíèå ê æóðíàëó «Êâàíò» ¹5 çà 1998
ãîä).

Ìû äîêàæåì èððàöèîíàëüíîñòü ÷è-
ñåë âèäà cos π nb g , ãäå n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, n > 3, ïðè ïîìîùè àëãåáðû,
òî÷íåå, ïðè ïîìîùè ïîëèíîìîâ ×åáû-
ø¸âà Tn . Îíè íàçâàíû â ÷åñòü âåëèêîãî
ðóññêîãî ìàòåìàòèêà XIX âåêà Ïàôíó-
òèÿ Ëüâîâè÷à ×åáûø¸âà, îòêðûâøåãî
ìíîãèå óäèâèòåëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ
ïîëèíîìîâ, â ÷àñòíîñòè � òî, ÷òî èìåí-
íî îíè «íàèìåíåå óêëîíÿþòñÿ îò íóëÿ».
Íàì ïîòðåáóþòñÿ ëèøü ñàìûå ïðîñòûå
ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Tn .

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè Tn  è Qn−1
ñòåïåíåé, ñîîòâåòñòâåííî, n è n � 1,
äëÿ êîòîðûõ

cos cos ,

sin sin cos .

n T

n Q

n

n

α α

α α α

=

=

R
S|

T| −

b g

b g1

Ñëåäñòâèå èç ëåììû 3. Åñëè ÷èñëî
cosα  ðàöèîíàëüíî, òî ðàöèîíàëüíû è
âñå ÷èñëà âèäà coskα , ãäå k = 1, 2, ...

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Ïðèìåíèì
èíäóêöèþ. Áàçà î÷åâèäíà: ïðè n = 1
èìååì T x1 b g  = x è Q x0 b g = 1.

Ïåðåõîä òîæå íå ñëîæåí:

cos cos cos sin sin

cos cos cos cos ,

sin cos sin sin cos

cos sin sin cos cos .

n n n

T Q

n n n

T Q

n n

n n

+ = − =

= − −

+ = + =

= +

R

S

|
|
|

T

|
|
|

−

−

1

1

1

2
1

1

b g

b g e j b g

b g

b g b g

α α α α α

α α α α

α α α α α

α α α α α
(5)

Ëåììà äîêàçàíà. Ïî èíäóêöèè èç
ôîðìóë (5) ëåãêî âûâåñòè óòâåðæäåíèå
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ Tn   è Qn−1  ðàâíû 2

1n− .
Ïîäãîòîâêà çàêîí÷åíà. Ïîðà ïðè-

ñòàëüíî âçãëÿíóòü íà ÷èñëî x = cos π nb g ,
ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n > 3.Рис. 14
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî x ðàöèîíàëü-
íî, è ðàçáåðåì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè n äåëèòñÿ íà 4, òî ïðîòèâîðå÷èå

î÷åâèäíî: 1 2  = cos π 4b g  = cos
π
n

n
⋅

F
HG

I
KJ4

îêàçûâàåòñÿ, â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåì-
ìû 3, ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Åñëè n íå÷åòíî, âîñïîëüçóåìñÿ ðà-

âåíñòâîì �1 = cos n
n

⋅
F
HG

I
KJ

π
 = T

nn cos
πF

HG
I
KJ
.

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî x óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ T xn b g + 1 = 0. Êàê èçâåñòíî,

ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìåþò âèä p/q,
ãäå p � äåëèòåëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, à q
� äåëèòåëü ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà. Â
íàøåì ñëó÷àå q îêàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè, à p ðàâíî 1, ïîñêîëüêó ïðè
íå÷åòíîì n ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà
T xn b g + 1 ðàâåí 1 (ñâîáîäíûé ÷ëåí
ìíîãî÷ëåíà Tn  ìîæíî íàéòè î÷åíü ëåã-
êî, ïîäñòàâèâ α  = π 2 â òîæäåñòâî
cos nαb g  = Tn cosαb g). Çíà÷èò, x = 1 2

k

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíî-
ãî k. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî x =

= cos π nb g  > cos π 3b g  = 1 2 � è ïðîòè-
âîðå÷èå ïîëó÷åíî.

Ñëó÷àé, êîãäà n îáëàäàåò íå÷åòíûì
äåëèòåëåì m > 3, òîæå ëåãêî ïðèâåñòè

ê ïðîòèâîðå÷èþ: cos
π
m

 = cos
n

m n
⋅

F
HG

I
KJ

π
.

À áîëüøå íèêàêèõ ñëó÷àåâ ðàññìàò-
ðèâàòü íå íàäî � ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n > 3 äåëèòñÿ íà 4 èëè èìååò
íå÷åòíûé äåëèòåëü, áîëüøèé ÷èñëà 3.


