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Что такое
комбинаторика

К ÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ � ÝÒÎ
ðàçäåë  ìàòåìàòèêè,  ñâÿçàí-
íûé ñ ìåòîäàìè ïîäñ÷åòà

÷èñëà îáúåêòîâ îïðåäåëåííîé ïðèðî-
äû. Ïî ñìûñëó çàäà÷è îáû÷íî î÷å-
âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî èíòåðåñóþùèõ íàñ îáúåêòîâ;
âñå äåëî â òîì, ÷òîáû íàéòè ýòî ÷èñëî.

Ðàññìàòðèâàåìûå îáúåêòû, êàê ïðà-
âèëî, ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûìè êîì-
áèíàöèÿìè äðóãèõ îáúåêòîâ (÷èñåë,
áóêâ è ò.ä.). Îòñþäà è íàçâàíèå �
êîìáèíàòîðèêà. Â áîëåå øèðîêîì
ïîíèìàíèè êîìáèíàòîðèêà � ýòî òåî-
ðèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ; ìû çäåñü

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàäà÷è
ïîäñ÷åòà, òàê ÷òî òàêîå ðàñøèðåííîå
òîëêîâàíèå íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî êîìáèíàòî-
ðèêà èìååò äåëî ëèøü ñ íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îíà
ïîýòîìó áîëåå «ýëåìåíòàðíà», ÷åì
äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, îïåðèðó-
þùèå ñ áîãàòûì ÷èñëîâûì ìàòåðèàëîì
(îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, äðîáíûå, èððà-
öèîíàëüíûå, êîìïëåêñíûå...). Íî òà-
êîå ñóæäåíèå áûëî áû ïîñïåøíûì.
Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå,
âïåðâûå ñòàëêèâàÿñü ñ êîìáèíàòîðè-
êîé, ñ òðóäîì ïðèâûêàþò ê êîìáèíà-

òîðíûì ðàññóæäåíèÿì (áîëåå áëèçêèì
ê ïðîãðàììèðîâàíèþ, ÷åì, ñêàæåì, ê
ãåîìåòðèè). Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïîìî÷ü ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíî-
ñòè. Ëó÷øèé ñïîñîá îñâîåíèÿ êîìáèíà-
òîðèêè � ðåøåíèå çàäà÷. Íà÷èíàòü,
åñòåñòâåííî, íàäî ñ ïðîñòåéøèõ. Èìåí-
íî î ïðîñòûõ, òèïîâûõ (è â òî æå âðåìÿ
âàæíåéøèõ) çàäà÷àõ è ïîéäåò ðå÷ü
íèæå.

Èíòåðåñíàÿ ñàìà ïî ñåáå, êîìáèíà-
òîðèêà âàæíà è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ
ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Åå ñâÿçè ñ àë-
ãåáðîé è òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé áóäóò
âêðàòöå çàòðîíóòû ïîçäíåå.
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Нельзя ли просто
пересчитать?

Ýòîò âîïðîñ íàïðàøèâàåòñÿ. Åñëè
èíòåðåñóþùèõ íàñ îáúåêòîâ êîíå÷-
íîå ÷èñëî, ïî÷åìó áû íå ñîñòàâèòü
ïîëíûé èõ ïåðå÷åíü è ïîïðîñòó ïå-
ðåñ÷èòàòü áåçî âñÿêèõ òàì «êîìáè-
íàòîðíûõ ðàññóæäåíèé»?

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ (ò.å. ñîñòîÿ-
ùèõ òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö) ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû m = 2?

Ïåðå÷åíü ñîñòàâëÿåòñÿ áåç âñÿêîãî
òðóäà:

(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Çàäà÷à, êàê âèäèì, îêàçàëàñü ïðî-
ñòà, êàê äâàæäû äâà � ÷åòûðå (â
äàííîì ñëó÷àå áóêâàëüíî).

Íî åñëè òåì æå ìåòîäîì ðåøàòü
çàäà÷ó ïðè m = 10, óéäåò êóäà áîëü-
øå âðåìåíè (â ïåðå÷åíü âîéäåò ñâû-
øå òûñÿ÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).
Ïðè m = 20 îñèëèòü òàêîé ïåðå÷åíü
ñìîæåò ëèøü êîìïüþòåð. Íó à ïðè
m = 1000 îêàæóòñÿ áåññèëüíûìè âñå
êîìïüþòåðû ìèðà, âìåñòå âçÿòûå.
Ïðàâäà, â ïðèíöèïå òàêîé ïåðåáîð
âñå æå âîçìîæåí (åñëè îòâëå÷üñÿ îò
òàêèõ «ìåëî÷åé», êàê ìèëëèàðäû ëåò
ìàøèííîãî âðåìåíè). À êàê áûòü,
åñëè íàäî íàéòè ÷èñëî äâîè÷íûõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîé äëè-
íû m?

Çäåñü ïåðåáîð íåâîçìîæåí â ïðèí-
öèïå. À ìåæäó òåì î÷åíü ïðîñòûå
ñîîáðàæåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà ïî-
çâîëÿþò ìãíîâåííî äàòü îòâåò: èñêî-
ìîå ÷èñëî åñòü 2m. Ýòî ñðàçó âûòå-
êàåò èç ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ (ñì.
íèæå). ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ äâî-
è÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ, ìîæåò
çäåñü îáîéòèñü è áåç ýòîãî ïðèíöè-
ïà: âñå íàøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
ýòî çàïèñè â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñåë
0, 1, 2, ..., 2m � 1 (çàïèñè, ñîäåðæà-
ùèå ìåíåå m ðàçðÿäîâ, äîïîëíÿþò-
ñÿ íóëÿìè âïåðåäè).

Äàííûé ïðèìåð ÿñíî ïîêàçûâàåò
ìîùü îáùèõ êîìáèíàòîðíûõ ñîîá-
ðàæåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìèòèâ-
íûì ïåðåáîðîì. Íå ñëåäóåò, êîíå÷-
íî, äóìàòü, ÷òî âñå êîìáèíàòîðíûå
çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü òàê æå ìãíî-
âåííî. Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à îòíî-
ñèëàñü ê ÷èñëó ïðîñòåéøèõ. Â êîì-
áèíàòîðèêå ìíîãî òðóäíûõ çàäà÷, à
åñòü è òàêèå, ðåøåíèÿ êîòîðûõ åùå
íèêîìó íå óäàëîñü íàéòè.

Сколько вариантов
у понятия «вариант»

Òåïåðü ìû õîòèì ïðåäóïðåäèòü îá
îäíîé îñîáåííîñòè êîìáèíàòîðèêè: â
íåé èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøóþ ðîëü
èãðàåò òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà (è òî÷-
íîå ïîíèìàíèå) çàäà÷è. Èìåííî ñ
ýòèì ñâÿçàíî áîëüøèíñòâî îøèáîê
íà÷èíàþùèõ, äà è íå òîëüêî íà÷èíà-
þùèõ; â íåêîòîðûõ çàäà÷íèêàõ ìîæ-
íî âñòðåòèòü çàäà÷è, íåêîððåêòíûå
ââèäó íåîïðåäåëåííîñòè ôîðìóëèðîâ-
êè.

Ðàçóìååòñÿ, íèêàêîé íåîïðåäåëåí-
íîñòè íå âîçíèêàåò, êîãäà ðå÷ü èäåò î
òîì, ÷òîáû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ó÷åíè-
êîâ â êëàññå èëè ÷èñëî îêîí â êîìíà-
òå. Íî êîãäà ðå÷ü èäåò î ÷èñëå ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ (èëè ñïîñîáîâ),
ñèòóàöèÿ áûâàåò êóäà ìåíåå îïðåäå-
ëåííîé. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðàñïðåäåëèòü òðè êîíôåòû
ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè?

Òóò âïîðó èñêàòü îòâåò íà äðóãîé
âîïðîñ: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ïîíèìàòü ýòó çàäà÷ó. Â çàâèñèìîñòè
îò îòâåòà íà íåãî âîçìîæíû øåñòü
ðàçíûõ îòâåòîâ íà ïîñòàâëåííûé âîï-
ðîñ � 1, 3, 5, 6, 10, 27!

Ïåðâûé èñòî÷íèê íåîïðåäåëåííîñ-
òè � òåðìèí «ðàñïðåäåëèòü». Ìîæíî
ëè ñêàçàòü, ÷òî êîíôåòû ðàñïðåäåëå-
íû ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè, åñëè, ñêà-
æåì, âñå îíè îòäàíû îäíîìó? Ïðè-
ìåì, òàê ñêàçàòü, ñîöèàëüíî-ñïðàâåä-
ëèâûé âàðèàíò ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè
æå ïîíèìàòü ðàñïðåäåëåíèå â øèðî-
êîì ñìûñëå ñëîâà, ïî-ïðåæíåìó ñ÷è-
òàÿ êîíôåòû òîæäåñòâåííûìè, ïîëó-
÷àåì 10 âàðèàíòîâ � 3 âàðèàíòà òèïà
(3,0,0) (êîãäà âñå êîíôåòû îòäàþòñÿ
êîìó-ëèáî èç òðåõ) + 6 âàðèàíòîâ
òèïà (2,1,0) + 1 âàðèàíò òèïà (1,1,1).
Åñëè æå âäîáàâîê è âñå êîíôåòû
ðàçëè÷íû, ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî 33 = 27 âàðèàíòîâ. Äðóãèå
îòâåòû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïî-
ëó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Îòìåòèì
ëèøü, ÷òî öèôðû 3 è 5 ïîëó÷àþòñÿ,
åñëè ñ÷èòàòü íåðàçëè÷èìûìè ëþäåé,
÷òî íå îñîáåííî åñòåñòâåííî (íî ñòà-
íîâèòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì ïðè
çàìåíå ëþäåé òðåìÿ îäèíàêîâûìè
êîðîáêàìè).

Íåêîòîðàÿ ðàñïëûâ÷àòîñòü ïîíÿ-
òèÿ î ÷èñëå âàðèàíòîâ ñâÿçàíà ñ òåì,
÷òî âàðèàíòû � óìîçðèòåëüíûå ïîíÿ-
òèÿ, èõ íåëüçÿ óâèäåòü íåïîñðåäñòâåí-
íî (åñëè íåò ïåðå÷íÿ). Ïîëåçíî ïîýòî-
ìó ìûñëåííî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîë-
íûé ïåðå÷åíü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

(çàêîäèðîâàííûõ êàêèì-ëèáî îáðà-
çîì). ×èñëî âàðèàíòîâ ïðè ýòîì ïðå-
âðàùàåòñÿ â ÷èñëî çàïèñåé. À ýòî óæå
íå÷òî ìàòåðèàëüíîå è ìîæåò èíòåð-
ïðåòèðîâàòüñÿ, íàïðèìåð, êàê êîëè-
÷åñòâî ÿ÷ååê ìàøèííîé ïàìÿòè. Òàêàÿ
ìûñëåííàÿ «ìàòåðèàëèçàöèÿ» íå èìå-
åò, êîíå÷íî, íè÷åãî îáùåãî ñ ðåøåíè-
åì çàäà÷è ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì, òðåáó-
þùèì îòíþäü íå ìûñëåííîãî, à ðåàëü-
íîãî ñîñòàâëåíèÿ ïåðå÷íÿ. Äà è ðå÷ü
èäåò íå î ðåøåíèè, à ëèøü î ëó÷øåì
ïîíèìàíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Èòàê, Ãëàâíîå Ïðàâèëî Êîìáèíà-
òîðèêè:

ïðåæäå ÷åì ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, íåîáõîäèìî
òî÷íî âûÿñíèòü ñìûñë ñëîâ «ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû».

Ñàìî ïî ñåáå ýòî ïðàâèëî íå ïîçâî-
ëèò ðåøèòü íè îäíîé çàäà÷è, çàòî
ïîìîæåò èçáåæàòü ïóòàíèöû è íåäî-
ðàçóìåíèé ïðè ðåøåíèè ìíîæåñòâà
çàäà÷.

Принцип сложения
Ìû îáñóäèëè íåêîòîðûå îáùèå îñî-
áåííîñòè êîìáèíàòîðèêè. Òåïåðü ìîæ-
íî ïåðåõîäèòü ê êîíêðåòíûì ñïîñî-
áàì ïîäñ÷åòà. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî.

Åñëè âñå âàðèàíòû äåëÿòñÿ íà k
âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ òèïîâ, ïðè÷åì
èìååòñÿ n1  âàðèàíòîâ 1-ãî òèïà, n2
âàðèàíòîâ 2-ãî òèïà, ..., nk âàðèàí-
òîâ k-ãî òèïà, òî îáùåå ÷èñëî âàðè-
àíòîâ åñòü n = n1 + n2  + ... + nk.

Ìû ôàêòè÷åñêè óæå ïðèìåíÿëè ýòîò
«ïðèíöèï ñëîæåíèÿ». Îí ñîâåðøåí-
íî î÷åâèäåí è âûäåëåí, ãëàâíûì îá-
ðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ìîã
ñîïîñòàâèòü åãî ñ «ïðèíöèïîì óìíî-
æåíèÿ» (ñì. íèæå).

Кортежи, или
упорядоченные наборы

Êîðòåæ äëèíû m

a a am1 2, ,...,            (1)

� ýòî ïðîñòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
(èëè, ÷òî òî æå, êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü) m ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëü-
íîé ïðèðîäû, ïðè ýòîì ak íàçûâàåò-
ñÿ k-é êîìïîíåíòîé êîðòåæà (1).
Åñëè âñå êîìïîíåíòû � ÷èñëà, òî
êîðòåæ äëèíû m íàçûâàåòñÿ òàêæå m-
ìåðíûì âåêòîðîì. Åñëè âñå êîìïî-
íåíòû � áóêâû íåêîòîðîãî àëôàâèòà,
òî êîðòåæ äëèíû m íàçûâàåòñÿ òàêæå
m-áóêâåííûì ñëîâîì â ýòîì àëôàâè-
òå. Ëèíãâèñòè÷åñêàÿ ñòîðîíà äåëà
çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ; òàê, ÉÉÜÚ �
4-áóêâåííîå ñëîâî â ðóññêîì àëôàâè-

1*
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òå (õîòÿ ñ åãî ïðîèçíîøåíèåì è èñ-
òîëêîâàíèåì íå âñå ÿñíî).

Îáîçíà÷åíèå øàõìàòíûõ ïîëåé (íà-
ïðèìåð, å4) èëè íîìåðîâ àâòîìîáè-
ëåé (íàïðèìåð, ÌßÓ 1999) � ïðèìå-
ðû êîðòåæåé, ãäå îäíè êîìïîíåíòû �
áóêâû, äðóãèå � öèôðû.

Êàê âèäèì, êîðòåæ � âåñüìà îáùåå
ïîíÿòèå. Ãëàâíûì õàðàêòåðíûì ïðè-
çíàêîì êîðòåæåé ÿâëÿåòñÿ èõ óïîðÿ-
äî÷åííîñòü. Êîðòåæè a1, ..., am  è

′a1 , ..., ′am  ñ÷èòàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè
(ðàâíûìè) â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè m = ′m  è a1= ′a1 , a2=
= ′a2 , ..., am  = ′am ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
êîðòåæè, åñòåñòâåííî, ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè. Â ÷àñòíîñòè, a,b è b,a �
ðàçëè÷íûå êîðòåæè (ïðè a b≠ ).
Èòàê, ðàâåíñòâî êîðòåæåé � òàêîå
æå, êàê ó âåêòîðîâ èëè ñëîâ (íèêòî
âåäü íå ñ÷èòàåò ñëîâà ÁÀÐ è ÁÐÀ
ñîâïàäàþùèìè). Èíà÷å îáñòîèò äåëî
ñ íåóïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè, î
êîòîðûõ ðå÷ü áóäåò èäòè ïîçäíåå.

Принцип умножения
Áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè
(ñðåäè íèõ åñòü è òðóäíûå) ñâÿçàíî ñ
ïîäñ÷åòîì êîëè÷åñòâà êîðòåæåé îïðå-
äåëåííîãî âèäà. Îäíàêî óäèâèòåëüíî
÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ìíîæå-
ñòâàìè êîðòåæåé, èìåþùèìè îñîáî
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ
îïðåäåëèòü ÷èñëî êîðòåæåé â ìíîæå-
ñòâå áåç òðóäà. Ñóòü äåëà òàêîâà.

Ïóñòü ìíîæåñòâî S êîðòåæåé äëè-
íû m ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: êîìïîíåíòà a1 ïðîáåãàåò n1 ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé, ïðè ëþáîé ôèêñè-
ðîâàííîé a1 êîìïîíåíòà a2  ïðîáåãàåò
n2  ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé è ò.ä., âïëîòü
äî am , êîòîðàÿ ïðè ëþáûõ ôèêñèðî-
âàííûõ a1, ..., am−1 ïðîáåãàåò nm
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà îáùåå
÷èñëî êîðòåæåé â ìíîæåñòâå S åñòü

n = n n nm1 2... .         (2)

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ a1 (íî íå èõ
÷èñëî) ìîãóò çàâèñåòü îò a2 , òî æå
îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì êîìïîíåíòàì.

Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà m-ìåð-
íûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, î êîòîðûõ
øëà ðå÷ü â íà÷àëå, èìååì n1 = n2  = ...
... = nm  = 2. Îòñþäà ïî ïðèíöèïó
óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî èõ ÷èñëî
ðàâíî 2m .

Äðóãîé ðàíåå ðàññìîòðåííûé ïðè-
ìåð � çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè òðåõ
êîíôåò ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè. Ïóñòü
âñå êîíôåòû ðàçëè÷íû (êàê è ëèöà),
ðàñïðåäåëåíèÿ äîïóñêàþòñÿ ëþáûå.
Îáîçíà÷àÿ ëèö ÷åðåç À, Â, Ñ è íóìå-
ðóÿ êîíôåòû, ìîæåì êàæäûé ñïîñîá

ðàñïðåäåëåíèÿ êîäèðîâàòü êîðòåæåì
a a a1 2 3 , ãäå ak � ëèöî, ïîëó÷èâøåå
k-þ êîíôåòó (íàïðèìåð, êîä ÑÀÀ
îòâå÷àåò âàðèàíòó, êîãäà ïåðâóþ êîí-
ôåòó ïîëó÷èë Ñ, à îáå îñòàëüíûå À).
Òàê êàê n1 = n2  = n3  = 3, òî âñåãî
ïîëó÷àåì 33 âàðèàíòîâ.

Äàëåå, ÷èñëî âñåõ m-áóêâåííûõ
ñëîâ â àíãëèéñêîì àëôàâèòå åñòü
26m , à â ðóññêîì � 33m . ×èñëî âñåõ
ñåìèçíà÷íûõ òåëåôîííûõ íîìåðîâ
åñòü 107 (÷òî, î÷åâèäíî, âïîëíå äîñ-
òàòî÷íî äëÿ Ìîñêâû; äëÿ íåáîëü-
øèõ ãîðîäîâ ìîæíî îáîéòèñü è ÷å-
òûðåõçíà÷íûìè íîìåðàìè, êîëè÷å-
ñòâî êîòîðûõ ðàâíî 104 ). ×èñëî âñåõ
àâòîìîáèëüíûõ íîìåðîâ, îáðàçîâàí-
íûõ òðåìÿ ðóññêèìè áóêâàìè è ñëå-
äóþùèìè çà íèìè ÷åòûðüìÿ öèôðà-
ìè, ðàâíî 33 103 4⋅ .

Äàëüíåéøèå ïðèìåðû, ñâÿçàííûå ñ
ïðèíöèïîì óìíîæåíèÿ, áóäóò ïðèâå-
äåíû ïîçäíåå.

Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ äîñòàòî÷íî
î÷åâèäåí, õîòÿ è íå â òàêîé ñòåïåíè,
êàê ïðèíöèï ñëîæåíèÿ. Äëÿ òåõ, êîìó
îí íå êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ïðèâåäåì
äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè
ïî m. Ïðè m = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî.
Ïóñòü îíî äîêàçàíî äëÿ êîðòåæåé
äëèíû m � 1, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1, a2 , ..., am−1 ìîæåò áûòü âûáðàíà
n n nm1 2 1K −  ñïîñîáàìè. Êàæäîìó èç
íèõ ñîîòâåòñòâóåò nm  êîðòåæåé äëè-
íû m, ïîëó÷àþùèõñÿ äîáàâëåíèåì
òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ am . Âñå
ïîëó÷åííûå êîðòåæè ðàçëè÷íû (ëþ-
áûå äâà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâûå
m � 1 êîìïîíåíò, îòëè÷àþòñÿ çíà÷å-
íèåì m-é êîìïîíåíòû). Ïîýòîìó îá-
ùåå ÷èñëî êîðòåæåé â ìíîæåñòâå S
åñòü n n n nm m1 2 1K −c h  = n n nm1 2K .

Åñëè ÷èòàòåëü íåçíàêîì ñ ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèåé, ìîæíî îáîéòèñü
è áåç ïåäàíòè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà.
Ïî ïðàâäå ãîâîðÿ, ïðèíöèï óìíîæå-
íèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò àðèôìåòè-
÷åñêèõ çàäà÷ òèïà: «ñêîëüêî âñåãî
ëèñòîâ â 10 ñòîïêàõ òåòðàäåé, åñëè
â êàæäîé ñòîïêå ïî 20 òåòðàäåé, à
â êàæäîé òåòðàäè ïî 12 ëèñòîâ?».
Âñÿêèé øêîëüíèê äàñò îòâåò
10 20 12⋅ ⋅   = 2400, áåç óïîìèíàíèé
êîìáèíàòîðèêè èëè èíäóêöèè. Íî
âåäü ëèñòîâ ñòîëüêî, ñêîëüêî êîðòå-
æåé a1, a2 , a3 , ãäå a1 � çíà÷åíèÿ îò
1 äî 10 (íîìåð ñòîïêè), a2  � çíà÷å-
íèÿ îò 1 äî 20 (íîìåð òåòðàäè â
ñòîïêå), a3  � çíà÷åíèÿ îò 1 äî 12
(íîìåð ëèñòà â òåòðàäè). Òàêèì îá-
ðàçîì, ðåøàÿ ýòó ïðîñòåíüêóþ çàäà-
÷ó, ìû íåÿâíî ïîëüçóåìñÿ ïðèíöè-
ïîì óìíîæåíèÿ.

Складывать или умножать
– вот в чем вопрос

Â òàêîé ãàìëåòîâñêîé ñèòóàöèè èíîã-
äà îêàçûâàþòñÿ íà÷èíàþùèå. Â óñëî-
âèÿõ ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ ïðîâîäèò-
ñÿ ïðèìåðíî ñëåäóþùåå ðàññóæäå-
íèå: «Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû èìååò-
ñÿ n1 âàðèàíòîâ, äà äëÿ âòîðîé êîìïî-
íåíòû n2  âàðèàíòîâ, ..., äà äëÿ ïîñëå-
äíåé nm  âàðèàíòîâ. Èòîãî ïîëó÷àåì
n1, äà n2 , ..., äà nm , ò.å. n1 + n2  + ...
... + nm  âàðèàíòîâ». Îáðàùàåì âíè-
ìàíèå íà êîâàðíîå ñëîâî «äà» (ñ ýòèì
ñëîâîì è âîîáùå, êàê èçâåñòíî, íàäî
îáðàùàòüñÿ îñòîðîæíî).

Îøèáêà â òîì, ÷òî n1 âàðèàíòîâ äëÿ
a1 � ýòî îòíþäü íå òå âàðèàíòû, îáùåå
÷èñëî êîòîðûõ íàäî íàéòè. Íóæíûå
íàì âàðèàíòû äàþòñÿ âåäü êîðòåæà-
ìè äëèíû m (à íå 1, 2...). Âàðüèðóÿ
a1, çàòåì a2  è ò.ä., ìû ïîëó÷àåì (ïîêà
íå äîéäåì äî am) êàê áû «çàãîòîâêè»,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ â äàëüíåéøåì,
ïîñëå ðàçâåòâëåíèé, ïîðîäèò ìíîãî
êîðòåæåé äëèíû m (ò.å. íóæíûõ íàì
âàðèàíòîâ). Â «ïðåäìåòíûõ» çàäà-
÷àõ òàêàÿ îøèáêà ïðàêòè÷åñêè èñ-
êëþ÷åíà, íèêòî âåäü íå ñòàíåò ïîä-
ñ÷èòûâàòü ÷èñëî ëèñòîâ òàê: «10 ñòîï,
äà â êàæäîé ïî 20 òåòðàäåé, äà â
êàæäîé ïî 12 ëèñòîâ � èòîãî 10 + 20 +
+ 12 ëèñòîâ». Íî ñ àáñòðàêòíûìè
âàðèàíòàìè òàêîå, óâû, áûâàåò.

Число подмножеств
Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâ èìååòñÿ ó n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà?

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïðèíöèï
óìíîæåíèÿ íå èìååò îòíîøåíèÿ ê
ýòîé çàäà÷å. Ïîäìíîæåñòâà âåäü íå-
óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû (íàïðèìåð,
{a,b} è {b,a} � îäíî è òî æå), ê òîìó
æå îíè ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçíîå ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ, à â ïðèíöèïå óìíîæå-
íèÿ ðå÷ü èäåò î êîðòåæàõ îäèíàêî-
âîé äëèíû. Âñå äåëî, îêàçûâàåòñÿ, â
òîì, ÷òîáû óäà÷íî çàêîäèðîâàòü
ïîäìíîæåñòâà. Èìåííî, íóìåðóåì
ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìíîæåñòâà Ì =
= S S Sn1 2, ,...,m r  è ñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó åãî ïîäìíîæåñòâó ′M
äâîè÷íûé n-ìåðíûé âåêòîð (x1 ,
x2 , ..., xn), ãäå xi  = 1, åñëè S Mi ∈ ′ ,
è  xi  = 0  â  ïðîòèâîïîëîæíîì
ñëó÷àå. (Íàïðèìåð, åñëè Ì =
= S S S S S1 2 3 4 5, , , ,m r, òî ïîäìíîæåñòâó

S S2 5,m r  îòâå÷àåò âåêòîð (0,1,0,0,1);
ïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó áóäåò îòâå-
÷àòü íóëåâîé âåêòîð.) Òàê êàê ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè è
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âåêòîðàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî
ïîäìíîæåñòâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî n-
ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, ò.å. 2n.

О кодировании
Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò,
êàêóþ ðîëü èãðàåò óäà÷íîå êîäèðîâà-
íèå îáúåêòîâ; ÷àñòî îíî ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíûì çâåíîì ðåøåíèÿ âîïðîñà.
Íàîáîðîò, íåóäà÷íîå êîäèðîâàíèå
îáû÷íî çàâîäèò â òóïèê. Âåðíåìñÿ ê
íàøåé ïðîñòåíüêîé çàäà÷å î ðàñïðå-
äåëåíèÿõ (ïðîèçâîëüíûõ) òðåõ ðàç-
ëè÷íûõ êîíôåò ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè.
Âûøå ìû êîäèðîâàëè ðàñïðåäåëåíèå
êîðòåæàìè (a1,a2 , a3) , ãäå ak  � ëèöî,
ïîëó÷èâøåå k-þ êîíôåòó. Íåëüçÿ ëè
êîäèðîâàòü íå «ïî êîíôåòàì», à «ïî
ëèöàì», îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ak  òî, ÷òî
ïîëó÷àåò k-å ëèöî (k = 1, 2, 3)?

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïðè ýòîì áóäåò
ïîäìíîæåñòâîì (ìíîæåñòâà èç 3 êîí-
ôåò) è ìîæåò ñàìà ïî ñåáå ïðèíèìàòü
23  = 8 çíà÷åíèé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü,
êîìïîíåíòû êîðòåæåé ìîãóò èìåòü
ëþáóþ ïðèðîäó, èì íå âîçáðàíÿåòñÿ
áûòü è ïîäìíîæåñòâàìè. Õóæå äðó-
ãîå: ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè íåëüçÿ
ïðèìåíèòü ïðèíöèï óìíîæåíèÿ, òàê
êàê íå âûïîëíÿåòñÿ åãî îñíîâíîå óñ-
ëîâèå. Íàïðèìåð, åñëè a1 = ∅  (ïóñ-
òîå ìíîæåñòâî), ò.å. ïåðâîìó íå äîñ-
òàëîñü íè÷åãî, òî äëÿ a2  îñòàþòñÿ òå
æå 8 âàðèàíòîâ, åñëè æå ïåðâûé
ïîëó÷àåò âñå, òî äëÿ a2  âîçìîæåí
ëèøü îäèí âàðèàíò (∅ ). Òàê ÷òî
êîäèðîâàíèå ïî ëèöàì ÿâëÿåòñÿ íå-
óäà÷íûì; ýòî ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ
ñïîñîáàìè êîäèðîâàíèÿ èñ÷åçàåò ïðè
«ñïðàâåäëèâûõ» ðàñïðåäåëåíèÿõ
(êàæäîìó ïî êîíôåòå), êîãäà ëèöà
è êîíôåòû âõîäÿò â çàäà÷ó ðàâíî-
ïðàâíî.

Ðàçóìååòñÿ, âñåãäà íàäî ñëåäèòü çà
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì
ìåæäó îáúåêòàìè è êîäàìè � êàæäî-
ìó îáúåêòó (èç íàøåãî ìíîæåñòâà)
äîëæåí îòâå÷àòü ðîâíî îäèí êîä, è
îáðàòíî. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïîä-
ñ÷åò ÷èñëà îáúåêòîâ ìîæíî çàìåíèòü
ïîäñ÷åòîì ÷èñëà êîäîâ.

Размещения
Äàëåå ðå÷ü áóäåò ÷àñòî èäòè î êîðòå-
æàõ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíè-
ìàþò çíà÷åíèÿ èç îäíîãî è òîãî æå
íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñî
ñëîâàìè â íåêîòîðîì àëôàâèòå. Ðàçó-
ìååòñÿ, â êà÷åñòâå «áóêâ» àëôàâèòà
ìîãóò âûñòóïàòü è ÷èñëà � íàïðèìåð,
1, 2, ..., n. Òàê êàê ýëåìåíòû êîíå÷íî-

ãî ìíîæåñòâà âñåãäà ìîæíî çàíóìå-
ðîâàòü, òî óäîáíàÿ àëôàâèòíî-áóê-
âåííàÿ òåðìèíîëîãèÿ íå ìåíÿåò ñóòè
äåëà.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ÷èñëî m-áóê-
âåííûõ ñëîâ â n-áóêâåííîì àëôàâèòå
ðàâíî nm. Èíîãäà ýòî ÷èñëî íàçûâà-
þò ÷èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ïî m ñ
ïîâòîðåíèÿìè. Îáû÷íî æå òåðìèí
«ðàçìåùåíèå» ñâÿçûâàåòñÿ ñ òðåáî-
âàíèåì, ÷òîáû âñå áóêâû ñëîâà áûëè
ðàçëè÷íû (íå ïîâòîðÿëèñü).

Çàäà÷à 4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò â
n-áóêâåííîì àëôàâèòå m-áóêâåííûõ
ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ðàçëè÷íûõ áóêâ?

Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü
ïðè m n≤  (èíà÷å îòâåò, î÷åâèäíî,
íóëü). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî
èìååòñÿ n êàðòî÷åê ñ èçîáðàæåíèåì
âñåõ áóêâ àëôàâèòà (ïî îäíîé êàð-
òî÷êå íà áóêâó) è ìû ôîðìèðóåì
ñëîâà, ðàçìåùàÿ äðóã çà äðóãîì òå
èëè èíûå m êàðòî÷åê â òîì èëè èíîì
ïîðÿäêå.

Çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ, ïåðâàÿ áóêâà
a1 ìîæåò ïðîáåãàòü n çíà÷åíèé, ïðè
ëþáîé ôèêñèðîâàííîé a1 äëÿ a2  îñòà-
åòñÿ n � 1 çíà÷åíèé (âñå áóêâû àëôà-
âèòà, êðîìå a1) è ò.ä., âïëîòü äî
ïîñëåäíåé áóêâû, äëÿ êîòîðîé îñòà-
åòñÿ n � m + 1 çíà÷åíèé. Èòàê,
èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî

n n n m
n

n m
− − + =

−
1 1b g b g

b g
K

!

!

 m n≤b g .              (3)

Çäåñü, êàê è âñåãäà â ìàòåìàòè÷åñêèõ
âûðàæåíèÿõ, k! (÷èòàåòñÿ «êà ôàêòî-
ðèàë») åñòü ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ïðî-
èçâåäåíèÿ 1 2⋅ ⋅ ⋅K k , ãäå k � ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî (íàïðèìåð, 4! =
= 1 2 3 4⋅ ⋅ ⋅  = 24). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåòñÿ òàêæå 0! = 1.

Âåëè÷èíà (3) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì
ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m è
÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç An

m
. Åñëè

íåò ñïåöèàëüíîé îãîâîðêè î ïîâòîðå-
íèÿõ, òî ïîä ÷èñëîì ðàçìåùåíèé èç n
ïî m âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ âåëè÷è-
íà (3).

Ïðèìåð: åñëè â òóðíèðå ó÷àñòâóþò
20 êîìàíä è äåëåæ ìåñò èñêëþ÷åí, òî
ïåðâûå 3 ìåñòà (ò.å. çîëîòàÿ, ñåðåá-
ðÿíàÿ, áðîíçîâàÿ ìåäàëè) ìîãóò ðàñ-
ïðåäåëÿòüñÿ

A20
3 20 19 18 6840= ⋅ ⋅ =

ñïîñîáàìè. Ïîâòîðåíèÿ çäåñü, î÷å-
âèäíî, íåâîçìîæíû, òàê êàê îäíà
êîìàíäà íå ìîæåò çàíÿòü ñðàçó äâà
ìåñòà.

Перестановки

Ýòî ïðîñòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìåùå-
íèé ïðè m = n. Èòàê, ÷èñëî ïåðåñòà-
íîâîê èç n ýëåìåíòîâ åñòü n!. Íàïðè-
ìåð, â àëôàâèòå {a, b, c} èìååòñÿ 3! =
= 6 ïåðåñòàíîâîê: abc, acb, bac, bca,
cab, cba. Ñ ðîñòîì n âåëè÷èíà n!
áûñòðî ðàñòåò. Â îòëè÷èå îò ðàçìåùå-
íèé (ïðè m < n), ïåðåñòàíîâêè îòëè-
÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïîðÿä-
êîì áóêâ, íî íå «áóêâåííûì ñîñòà-
âîì». Ìû ïðîñòî ïåðåñòàâëÿåì òå æå
ñàìûå n êàðòî÷åê â òîì èëè èíîì
ïîðÿäêå, îòñþäà è íàçâàíèå.

Âåðíåìñÿ ê òóðíèðó 20 êîìàíä èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Åñëè èíòåðåñî-
âàòüñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âñåõ ìåñò (à
íå òîëüêî òðåõ ïåðâûõ), òî ÷èñëî
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì 20! (> 2 1018⋅ ). Ëþáîïûòíî,
÷òî ïåðåáîð âñåõ ýòèõ âàðèàíòîâ ìîù-
íûì êîìïüþòåðîì, îáðàáàòûâàþùèì
ìèëëèàðä âàðèàíòîâ â ñåêóíäó, çàé-
ìåò áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ðåàëüíîå
ïðîâåäåíèå òóðíèðà � äàæå åñëè ïðî-
âîäèòü ïî îäíîìó òóðó â ãîä!

Â òåîðèè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
õîðîøî èçâåñòíà òàê íàçûâàåìàÿ çà-
äà÷à êîììèâîÿæåðà. Ðå÷ü â íåé èäåò
î ãîðîäàõ T1, T2 , ..., Tn, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè çàäàíû; òðåáóåòñÿ
âûáðàòü òàêîé ïîðÿäîê îáúåçäà ýòèõ
ãîðîäîâ, íà÷èíàÿ ñ T1, ÷òîáû ñóììàð-
íàÿ äëèíà ìàðøðóòà áûëà ìèíèìàëü-
íîé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ìàðøðóòîâ
êîíå÷íî, êàçàëîñü áû, òóò íåò ïðîáëå-
ìû � ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû
è âûáðàòü íàèëó÷øèé, òåì áîëåå åñëè
ïîä ðóêîé õîðîøèé êîìïüþòåð. Ïîñ-
ëå âñåãî ñêàçàííîãî ðàíåå ÷èòàòåëü,
íåñîìíåííî, äîãàäûâàåòñÿ, â ÷åì òóò
çàãâîçäêà. Ïåðåáèðàòü âåäü ïðèäåòñÿ
(n � 1)! ìàðøðóòîâ � ÷èñëî, õîòÿ è
êîíå÷íîå, íî ñ ðîñòîì n áûñòðî ñòàíî-
âÿùååñÿ «ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷íûì».
Ïðè n = 5 êîìïüþòåð âûäàñò êðàò÷àé-
øèé ìàðøðóò ìãíîâåííî, ïðè n = 15
ïðîâîçèòñÿ êóäà áîëüøå, ÷åì õîòå-
ëîñü áû, à ïðè n = 20 äî ïîëó÷åíèÿ
îòâåòà ìîæíî è íå äîæèòü...

Ìû ãîâîðèì î ãèãàíòñêèõ, ìó÷è-
òåëüíî äîëãèõ âû÷èñëåíèÿõ, à ñàìè,
ìåæäó ïðî÷èì, ïîäñ÷èòûâàåì âñå
î÷åíü ëåãêî, ìîæíî ñêàçàòü, íà ïàëü-
öàõ. Íåò ëè çäåñü ïðîòèâîðå÷èÿ? Íåò,
êîíå÷íî. Ìû âåäü òîëüêî íàõîäèì
÷èñëî âàðèàíòîâ, ïðèìåíÿÿ ïðè ýòîì
«ñâåðõñêîðîñòíûå» (ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðèìèòèâíûì ïåðåáîðîì) ïðèåìû
êîìáèíàòîðèêè. Âìåñòî ñàìîãî ïåðå-
áîðà ìû ëèøü ïðèêèäûâàåì, ñêîëüêî
âðåìåíè îí áû çàíÿë. ×òîáû ïðîéòè
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ïåøêîì 1000 êèëîìåòðîâ, íóæíî ïðè-
ìåðíî 200 ÷àñîâ. À ÷òîáû ýòî ïîäñ÷è-
òàòü, äîñòàòî÷íî ñåêóíäû.

À êàê æå âñå-òàêè ðåøàòü çàäà÷ó
êîììèâîÿæåðà? Íó, âî-ïåðâûõ, ýòî
óæå îòíîñèòñÿ ê îïòèìèçàöèè, à íå ê
ýëåìåíòàðíîé êîìáèíàòîðèêå. À âî-
âòîðûõ, íà ñåãîäíÿ íèêòî íå çíàåò ïî-
íàñòîÿùåìó áûñòðîãî àëãîðèòìà ðå-
øåíèÿ ýòîé çíàìåíèòîé è âàæíîé (ê
íåé ñâîäÿòñÿ ìíîãèå äðóãèå) çàäà÷è.
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî òàêîãî àëãî-
ðèòìà âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.

Ïîìèìî ïðî÷åãî, êîìáèíàòîðèêà
îáû÷íî ïîçâîëÿåò áûñòðî îöåíèòü,
÷òî ðåàëüíî, à ÷òî íåò, � îñîáåííî,
êîãäà ðå÷ü èäåò îá àëãîðèòìàõ ïåðå-
áîðíîãî òèïà. Æèçíü, êàê èçâåñòíî,
äàåòñÿ òîëüêî ðàç, è íå ñòîèò òðàòèòü
åå, ñèäÿ ïåðåä êîìïüþòåðîì, ïåðåáè-
ðàþùèì 19! ìàðøðóòîâ.

Когда нужно заниматься
ненужным

Ïóñòü èìååòñÿ èçâåñòíîå ÷èñëî N
îáúåêòîâ è òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ñêîëü-
êî èç íèõ îáëàäàåò îïðåäåëåííûì
ñâîéñòâîì. Èñêîìîå ÷èñëî «íóæíûõ»
îáúåêòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç N N1 ≤b g .
Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî, ìíîæå-
ñòâî íóæíûõ îáúåêòîâ ÷àñòî èìååò
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ
ïðèìåíèòü ïðèíöèï óìíîæåíèÿ. À
åñëè ýòî íå òàê � êàê â òàêîì ñëó÷àå
èñêàòü N1 ?

Êàê ïðàâèëî, ïîëåçíî ïðîâåðèòü
ìíîæåñòâî «íåíóæíûõ» (ò.å. íå îá-
ëàäàþùèõ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì)
îáúåêòîâ � íå èìååò ëè îíî ïðîñòîé
ñòðóêòóðû. Åñëè äëÿ íåãî óäàñòñÿ
ïðèìåíèòü ïðèíöèï óìíîæåíèÿ, òî
áóäåò íàéäåíî ÷èñëî N2 íåíóæíûõ
îáúåêòîâ, ïîñëå ÷åãî ëåãêî îïðåäåëÿ-
åòñÿ è N1  = N � N2. Ïðèâåäåì
ïðèìåð.

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò m-
áóêâåííûõ ñëîâ â ðóññêîì àëôàâè-
òå, ñîäåðæàùèõ áóêâó À?

Âñåãî m-áóêâåííûõ ñëîâ, êàê ìû
çíàåì, N = 33m . Ïîïðîáóåì ïîäñ÷è-
òàòü, ñêîëüêî ñðåäè íèõ íóæíûõ (ñî-
äåðæàùèõ À), ïðèíöèïîì óìíîæå-
íèÿ. Ñíà÷àëà âñå èäåò õîðîøî: íà
1-ì, 2-ì, ..., (m � 1)-ì ìåñòå ìîãóò
ñòîÿòü ïî 33 áóêâû, íåçàâèñèìî îò
ïðåäûäóùèõ. Óâû, íà ïîñëåäíåì øàãå
ðóøèòñÿ âñå: åñëè ñðåäè ïðåäûäóùèõ
áûëà áóêâà À, òî äëÿ m-é áóêâû
èìååì îïÿòü-òàêè 33 âàðèàíòà, åñëè
íåò � âñåãî 1 âàðèàíò (áóêâà À).

Çàòî ïðîñòîé ñòðóêòóðîé îáëàäàåò
ìíîæåñòâî íåíóæíûõ (íå ñîäåðæà-

ùèõ À) ñëîâ � âåäü ýòî âñåâîçìîæíûå
m-áóêâåííûå ñëîâà â 32-áóêâåííîì
àëôàâèòå! Âñåãî èõ N2 = 32m , ñòàëî
áûòü, èñêîìîå ÷èñëî N1= 33m  � 32m .

Èçëîæåííûé ïðèåì ïåðåõîäà ê äî-
ïîëíèòåëüíîìó ìíîæåñòâó (ê ìíîæå-
ñòâó «íåíóæíûõ» îáúåêòîâ) ïî èäåå
î÷åíü ïðîñò è íå ïîíÿòü åãî íåâîç-
ìîæíî. À âîò çàáûòü ïðî íåãî î÷åíü
ëåãêî, âñå âíèìàíèå ÷àñòî ñîñðåäîòà-
÷èâàåòñÿ íà «íóæíûõ» îáúåêòàõ. Â
ðàññìîòðåííîé çàäà÷å, íàïðèìåð,
íàïðàøèâàåòñÿ òàêîé ïóòü: ðàçáèòü
âñå íóæíûå ñëîâà íà m òèïîâ � ñîäåð-
æàùèå ðîâíî îäíó áóêâó À, ðîâíî äâå
è ò.ä., ïîïûòàòüñÿ ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî
ñëîâ êàæäîãî òèïà, à çàòåì ñëîæèòü
ðåçóëüòàòû. Ìîæíî è íà ýòîì ïóòè
ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ïðàâäà  â ãðîìîçä-
êîì âèäå. Íî ýòî çíà÷èëî áû ëîìèòü-
ñÿ â îòêðûòóþ äâåðü � âåäü ïåðåõîä
ê äîïîëíèòåëüíîìó ìíîæåñòâó äàåò
îòâåò ñðàçó è â ïðîñòåéøåì âèäå.

Ê ñîæàëåíèþ, äîâîëüíî ÷àñòî îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî íè ìíîæåñòâî íóæíûõ
îáúåêòîâ, íè äîïîëíèòåëüíîå ê íåìó
íå îáëàäàþò ïðîñòîé ñòðóêòóðîé. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî çàäà÷à íå ñâîäèòñÿ ê
ïðîñòîìó ïðèìåíåíèþ ïðèíöèïà óì-
íîæåíèÿ è íóæíû íîâûå èäåè. Îäíà
èç íèõ èçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùåì
ïóíêòå.

«Растождествление»
и перестановки
с повторениями

Ñëîâî «ðàñòîæäåñòâëåíèå» âðÿä ëè
åñòü â ñëîâàðÿõ, íî îíî òî÷íî ïåðåäà-
åò ñóòü äåëà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
êîìáèíàòîðèêà ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü
ñëîâîì ëþáóþ êîìáèíàöèþ áóêâ...

Ïóñòü A1, A2 , ..., Ak  � ðàçëè÷íûå
áóêâû íåêîòîðîãî àëôàâèòà. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü n1, n2 , �, nk �
çàäàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà n. Ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò n-áóêâåííûõ ñëîâ, ñîäåðæà-
ùèõ n1 áóêâ A1, n2  áóêâ A2 , �, nk
áóêâ Ak?

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n1 = � = nk = 1,
k = n  ýòî çíàêîìàÿ íàì çàäà÷à î ÷èñëå
ïåðåñòàíîâîê. Íî åñëè õîòÿ áû îäíî
èç ÷èñåë nk áîëüøå 1, âîçíèêàåò íå÷òî
íîâîå � ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè. Êàê è â îáû÷íûõ ïåðåñòàíîâêàõ,
«áóêâåííûé ñîñòàâ» ñëîâ çäåñü çàðà-
íåå îïðåäåëåí, òàê ÷òî âàðüèðóåòñÿ
ëèøü ïîðÿäîê. Íî òåïåðü ñðåäè áóêâ
åñòü òîæäåñòâåííûå (ñîâïàäàþùèå,
èäåíòè÷íûå, íåðàçëè÷èìûå � âñå ýòî
îäíî è òî æå). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó

íàñ åñòü ni  êàðòî÷åê ñ áóêâîé Ai , i =
= 1, �, k, è íàäî âûÿñíèòü, ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ n-áóêâåííûõ ñëîâ ìîæíî
èç íèõ ñîñòàâèòü.

Çàäà÷à ýòà íåñêîëüêî òðóäíåå ïðå-
äûäóùèõ, ðåøèòü åå óæå çíàêîìûìè
ïðèåìàìè íå óäàñòñÿ. Îñíîâíóþ èäåþ
ðåøåíèÿ ëó÷øå âñåãî ïîÿñíèòü íà
êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Çàäà÷à 7. Ñêîëüêî 7-áóêâåííûõ
ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ
Ê,Ê,Ë,Ë,Î,Î,Î?

Â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî âàðèàíòîâ
íå ñëèøêîì âåëèêî, è îòâåò ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðÿìûì ïåðåáîðîì. Âñå ýòî
ïîòðåáîâàëî áû âðåìåíè è âíèìàíèÿ
� äàáû íè îäíî ñëîâî íå ïðîïóñòèòü
è íè îäíî íå çàñ÷èòàòü äâàæäû (Ñöèë-
ëà è Õàðèáäà âñåõ êîìáèíàòîðíûõ
ïîäñ÷åòîâ!). Ãëàâíîå æå � äëÿ ðåøå-
íèÿ îáùåé çàäà÷è òàêîé ïîäñ÷åò íè-
÷åãî íå äàñò è áóäåò, êàê ñêàçàë áû
Ê.Ïðóòêîâ, «ïóñòîþ çàáàâîþ».

Âîîáùå-òî îò ïåðå÷íÿ ìû íå îòêà-
çûâàåìñÿ; áîëåå òîãî, ó íàñ èõ áóäåò
äàæå äâà � îñíîâíîé (êóäà âõîäÿò
íóæíûå ñëîâà) è âñïîìîãàòåëüíûé.
Âîò òîëüêî ðåàëüíî ñîñòàâëÿòü èõ ìû
íå ñîáèðàåìñÿ, «ðàáîòàòü» ñ íèìè
áóäåì ñ ïîìîùüþ âîîáðàæåíèÿ. ×òî
æ, íå âïåðâîé.

Ãîâîðÿò, ìàòåìàòèêè áîëüøå âñåãî
íà ñâåòå ëþáÿò ñâîäèòü íîâûå çàäà÷è
ê óæå ðåøåííûì. Çäåñü, ê ïðèìåðó �
êàê õîðîøî áû ïðèìåíèòü çíàêîìûå
ñïîñîáû ïîäñ÷åòà ÷èñëà ïåðåñòàíî-
âîê! Æàëü, íå ïîëó÷àåòñÿ � òîæäå-
ñòâåííûå áóêâû ìåøàþò, ïóòàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì� À íåëüçÿ ëè èõ
«ðàñòîæäåñòâèòü» � õîòÿ áû âðåìåí-
íî � è ïîñìîòðåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ? Â
ñëó÷àå ñ êàðòî÷êàìè ýòî îñîáåííî
åñòåñòâåííî � âåäü íàøè 7 êàðòî÷åê
äåéñòâèòåëüíî ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íû
(ìû îòîæäåñòâèëè èõ, òàê ñêàçàòü,
èñêóññòâåííî).

Ñêàçàíî � ñäåëàíî. Ïîñëå èíäåêñà-
öèè ïîëó÷àåì 7 ðàçëè÷íûõ áóêâ Ê1 ,
Ê2, Ë1, Ë2 , O1, O2 , O3. Èç íèõ, êàê
ìû çíàåì, ìîæíî ñîñòàâèòü 7! ðàç-
ëè÷íûõ 7-áóêâåííûõ ñëîâ. Îíè è
îáðàçóþò âñïîìîãàòåëüíûé ïåðå÷åíü.

Îí, î÷åâèäíî, «ðàçäóò» ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îñíîâíûì: åñëè âçÿòü êàêîå-
íèáóäü ñëîâî îñíîâíîãî ïåðå÷íÿ �
íàïðèìåð ÊÎËÎÊÎË, òî åìó áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîãî ñëîâ âñïîìîãà-
òåëüíîãî ïåðå÷íÿ:

Ê Î Ë Î Ê Î Ë1 1 1 2 2 3 2 , Ê Î Ë Î Ê Î Ë2 1 2 3 1 2 1

è ò.ä.
Îêàçûâàåòñÿ, íåòðóäíî âû÷èñëèòü,

âî ñêîëüêî ðàç âñïîìîãàòåëüíûé ïå-
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ðå÷åíü áîëüøå îñíîâíîãî. Êàæäîå
ñëîâî âñïîìîãàòåëüíîãî ïåðå÷íÿ çà-
êîäèðóåì êîðòåæåì äëèíû 4, ãäå ïåð-
âàÿ êîìïîíåíòà � ñîîòâåòñòâóþùåå
ñëîâî îñíîâíîãî ïåðå÷íÿ (÷èñëî òà-
êèõ ñëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç õ), à îñ-
òàëüíûå îïðåäåëÿþò ïîðÿäîê ñëåäî-
âàíèÿ èíäåêñîâ. Òàê, ñëîâî
Î Ê Ê Î Ë Ë Î2 2 1 1 1 2 3  ïîëó÷èò êîä

ÎÊÊÎËËÎ, Ê Ê2 1 , Ë Ë1 2 , O O O2 1 3

(äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáèðàåì àë-
ôàâèòíûé ïîðÿäîê áóêâ). Òàêèå êîäû
îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïðîñòîé ñòðóê-
òóðû. Äåéñòâèòåëüíî, êîìïîíåíòû
ïðîáåãàþò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íåçà-
âèñèìî îäíà îò äðóãîé, ïðè÷åì ïåð-
âàÿ ïðîáåãàåò õ çíà÷åíèé, à îñòàëü-
íûå 2!, 2!, 3! çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî
(ýòî îáû÷íûå ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê).
Èòàê, ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ÷èñëî
ñëîâ âñïîìîãàòåëüíîãî ïåðå÷íÿ (ò.å.
7!) ðàâíî â òî æå âðåìÿ x ⋅ ⋅ ⋅2 2 3! ! ! ,
îòêóäà

x = =
7

2 2 3
210

!

! ! !
.

Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ
íà îáùèé ñëó÷àé ïðàêòè÷åñêè áåç
èçìåíåíèé. Íîâûé èíäåêñ ìîæíî ñòà-
âèòü, íàïðèìåð, ââåðõó: ïîëó÷àåì n
ðàçëè÷íûõ áóêâ A1

1 , �, A
n

1
1 , �, Ak

1 ,...
�, Ak

nk .
Èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü n! ñëîâ

âñïîìîãàòåëüíîãî ïåðå÷íÿ. Êîäèðóÿ
èõ, êàê âûøå, è ïåðåñ÷èòûâàÿ âòî-
ðûì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (õ �
èñêîìîå ÷èñëî)

x n n n nk⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =1 2! ! ! !K ,

ïîýòîìó ÷èñëî ñëîâ îñíîâíîãî ïåðå÷-
íÿ ðàâíî

n

n n nk

!

! ! !1 2 K
.          (4)

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ìåæäó
ïðî÷èì, ÷òî ýòà äðîáü âñåãäà ÿâëÿåò-
ñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ïîëó÷åííîå âûðà-
æåíèå äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïî-
âòîðåíèÿìè � öåíòðàëüíûé ðåçóëü-
òàò ýëåìåíòàðíîé êîìáèíàòîðèêè. Êàê
÷àñòíûå ñëó÷àè, îíî ñîäåðæèò âûðà-
æåíèÿ äëÿ ÷èñëà îáû÷íûõ ïåðåñòàíî-
âîê (ïðè k = n) è äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé
(ïðè k = 2, ñì. íèæå). Ñòîèò åùå
óïîìÿíóòü, ÷òî â çíàìåíèòîé ðàáîòå
ôèçèêà Ë.Áîëüöìàíà, ãäå âïåðâûå
áûë âûÿñíåí ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë
âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè, òàê-
æå íå îáîøëîñü áåç âûðàæåíèÿ (4).
Ðå÷ü òàì øëà íå î áóêâàõ è ñëîâàõ, à
î ìîëåêóëàõ, ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-

íÿõ è ñîñòîÿíèÿõ ôèçè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, íî ôîðìóëà îò ýòîãî, êîíå÷íî, íå
ìåíÿåòñÿ.

Ïîìèìî ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ �
ýòîãî èçëþáëåííîãî îðóäèÿ ýëåìåí-
òàðíîé êîìáèíàòîðèêè � âûøå áûë
ïðèìåíåí íîâûé äëÿ íàñ ïðèåì «ðàñ-
òîæäåñòâëåíèÿ». Îí ïîêàçûâàåò, êàê
ñ ïîëüçîé äëÿ äåëà ìîæíî ïåðåõîäèòü
îò îäíîãî ïîíÿòèÿ òîæäåñòâà (èëè
ðàçëè÷èÿ) ê äðóãîìó. Åñëè ïðè íå-
÷åòêîñòè ôîðìóëèðîâîê â ñâÿçè ñ
ýòèì âîçíèêàëè ïóòàíèöà è íåäîðàçó-
ìåíèÿ, òî ïðè òî÷íîì ïîíèìàíèè òåð-
ìèíîâ � ò.å. ïðè ñîáëþäåíèè Ãëàâíî-
ãî Ïðàâèëà Êîìáèíàòîðèêè � çäåñü
îòêðûâàþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷.

Сочетания
Â çàäà÷å 3 ìû ïîäñ÷èòûâàëè ÷èñëî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ó n-ìíîæåñòâà.
Ïîñòàâèì òåïåðü âîïðîñ èíà÷å.

Çàäà÷à 8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò m-
ïîäìíîæåñòâ ó n-ìíîæåñòâà?

Åñòåñòâåííî, èìåþòñÿ â âèäó ðàç-
ëè÷íûå m-ïîäìíîæåñòâà (ýòà îãîâîð-
êà ðàäè êðàòêîñòè îáû÷íî îïóñêàåò-
ñÿ). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êîíå÷íî, ÷òî
m n≤ .

Íåèñêóøåííîãî ÷åëîâåêà ìîãëî áû
óäèâèòü, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïî
ñóùåñòâó äàí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Òàì âåäü ðå÷ü øëà îá óïîðÿäî÷åííûõ
íàáîðàõ ñ ïîâòîðåíèÿìè, à ïîäìíî-
æåñòâà � íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû
áåç ïîâòîðåíèé. Íî íàø ÷èòàòåëü,
íàäååìñÿ, íå çàáûë, êàê óäà÷íî êîäè-
ðóþòñÿ ïîäìíîæåñòâà äâîè÷íûìè
âåêòîðàìè. À äâîè÷íûé âåêòîð � ýòî
âåäü ñëîâî â àëôàâèòå èç äâóõ «áóêâ»
0 è 1. Ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè êàæäî-
ìó m-ïîäìíîæåñòâó n-ìíîæåñòâà îò-
âå÷àåò ñëîâî, ñîäåðæàùåå m «áóêâ» 1
è n � m «áóêâ» 0. Èòàê, èñêîìîå
÷èñëî ðàâíî

n

m n m

!

! !−
=

b g
n n n m

m

− − +
⋅ ⋅ ⋅

1 1

1 2

b g b g...

K

.
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Âåëè÷èíà (5) îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî

Cn
m èëè 

n

m

F

H
G

I

K
J  è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì

ñî÷åòàíèé èç n ïî m; ÷àñòî ýòè ÷èñëà
íàçûâàþòñÿ òàêæå áèíîìèíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè (ïðè÷èíà òàêîãî
íàçâàíèÿ ñòàíåò ÿñíîé ÷óòü ïîçæå).
Âñòðå÷àþòñÿ ýòè âåëè÷èíû î÷åíü ÷à-
ñòî. Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Çàäà÷à 9. Ñêîëüêî âñòðå÷ áóäåò
ïðîâåäåíî â òóðíèðå 20 êîìàíä ïî
êðóãîâîé ñèñòåìå (â 1 êðóã)?

Î÷åâèäíî, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
2-ïîäìîæåñòâ ó 20-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà, ò.å.

20

2

20 19

1 2
190

F

H
G

I

K
J =

⋅
⋅

= .

Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ëåãêî ïðèéòè
è íåïîñðåäñòâåííî: êàæäàÿ èç 20 êî-
ìàíä ïðîâîäèò ïî 19 âñòðå÷; âñåãî
âðîäå áû ïîëó÷àåòñÿ 20 19⋅  âñòðå÷,
ïðè ýòîì êàæäàÿ âñòðå÷à çàñ÷èòûâà-
åòñÿ äâàæäû, òàê ÷òî íàäî åùå ïîäå-
ëèòü íà 2. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïîâòîðå-
íèå îáùåãî ðàññóæäåíèÿ äëÿ î÷åíü
ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Ñòîëüêî æå ðóêîïîæàòèé ïðè âñòðå-
÷å 20 ÷åëîâåê � åñëè âñå çäîðîâàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì.

Çàäà÷à 10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûáðàòü 3 äåæóðíûõ â êëàññå
èç 25 ÷åëîâåê?

Îòâåò î÷åâèäåí:

25

3

25 24 23

1 2 3
2300

F

H
G

I

K
J =

⋅ ⋅
⋅ ⋅

= .

Òóò âàæíî, ÷òî âñå òðîå äåæóðíûõ
ðàâíîïðàâíû, è, çíà÷èò, îò ïîðÿäêà,
â êîòîðîì íàçâàíû 3 ôàìèëèè, âûáîð
íå çàâèñèò. Èíîå äåëî, åñëè áû ðå÷ü
øëà î òðåõ ðàçíûõ ïîðó÷åíèÿõ �
äîïóñòèì, âûáèðàþòñÿ ñòàðîñòà, êàñ-
ñèð è ôèçîðã. Ýòî áûëè áû óæå íå
ñî÷åòàíèÿ, à ðàçìåùåíèÿ, è ñïîñîáîâ
áûëî áû â 3! = 6 ðàç áîëüøå (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî øêîëüíèêó äàåòñÿ íå
áîëåå îäíîãî ïîðó÷åíèÿ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìîóãîëüíóþ
ñåòêó, îáðàçîâàííóþ ðàâíîîòñòîÿùè-
ìè ïðÿìûìè (ñì. ðèñóíîê).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî ýòî
óëè÷íàÿ ñåòü (÷åðåñ÷óð ïðàâèëüíàÿ
äëÿ ðåàëüíîãî ãîðîäà). Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç A1 â
A2 , ïðîõîäÿùèõ ïî ýòîé ñåòêå?

Åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
ïðÿìûìè ðàâíû 1, òî âñå êðàò÷àéøèå
ïóòè èìåþò, î÷åâèäíî, äëèíó 12. Îäèí
èç íèõ âûäåëåí íà ðèñóíêå.

Îñíîâíîé ìîìåíò â ðåøåíèè � êî-
äèðîâàíèå ïóòåé. Êàæäûé èç 12 åäè-
íè÷íûõ ýòàïîâ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà-

A
1

A
2

2*
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ïðàâëåí ëèáî ââåðõ, ëèáî âïðàâî.
Îáîçíà÷àÿ ýòè âîçìîæíîñòè áóêâàìè
Â è Ï ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì êîä
â âèäå 12-áóêâåííîãî ñëîâà, ñîäåðæà-
ùåãî 4 Â è 8 Ï. Íàïðèìåð, äëÿ
âûäåëåííîãî ïóòè îí èìååò âèä

Â Ï Ï Ï Â Â Ï Ï Â Ï Ï Ï.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëîì
ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè, ëèáî,
ïîñêîëüêó áóêâ âñåãî äâå, ÷èñëîì
ñî÷åòàíèé. Òàê êàê äëÿ áóêâ Â íàäî
âûáðàòü 4 ìåñòà èç 12, òî îòâåò ðàâåí
12

4

F

H
G

I

K
J  = 495.

Âìåñòî âûáîðà 4 ìåñò äëÿ áóêâ Â
ìîæíî, êîíå÷íî, âûáèðàòü 8 ìåñò äëÿ
áóêâ Ï. Íà îòâåò ýòî íå ïîâëèÿåò, òàê
êàê

n

m

n

n m

F

H
G

I

K
J =

−
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H
G

I

K
J .

Äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçû-
âàòü äâóìÿ ìåòîäàìè � êîìáèíàòîð-
íûì è àíàëèòè÷åñêèì. Êîìáèíàòîð-
íûé òàêîâ: êàæäîìó m-ïîäìíîæåñòâó
îòâå÷àåò äîïîëíèòåëüíîå ê íåìó (n �
m)-ïîäìíîæåñòâî, ïîýòîìó ÷èñëî òåõ
è äðóãèõ ñîâïàäàåò. Àíàëèòè÷åñêèé
æå ìåòîä ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû
ïîñìîòðåòü íà âûðàæåíèå (5).

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä äðóãèõ, íå
ñòîëü î÷åâèäíûõ, ñîîòíîøåíèé äëÿ

÷èñåë 
n

m

F

H
G

I

K
J . Íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò

óïîìÿíóòû ïîçäíåå. Ðàñ÷åò, ïðîâå-
äåííûé âûøå äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà
4 8× , ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïðîâåñòè äëÿ ïðÿìîóãîëü-
íèêà îáùåãî âèäà m m1 2× . À ÷òî
áóäåò, åñëè ïåðåéòè îò ïëîñêîãî ñëó-
÷àÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîìó?

Диофантово уравнение
x1 + … + xn  = mmmmm

Äàâíî óæå ìû íå çàíèìàëèñü ðàñïðå-
äåëåíèåì ìàòåðèàëüíûõ áëàã � ñ òåõ
ïîð, êàê äåëèëè òðè êîíôåòû ìåæäó
òðåìÿ ëèöàìè. Òåïåðü, âîîðóæèâøèñü
ôîðìóëîé äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé, âåð-
íåìñÿ ê ýòîìó óâëåêàòåëüíîìó çàíÿ-
òèþ. Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïóñòü ïèðàòû
äåëÿò ìåæäó ñîáîé çîëîòûå ìîíåòû
(äîáûòûå, åñòåñòâåííî, ñïåöèôè÷åñ-
êèìè ìåòîäàìè).

Çàäà÷à 11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîãóò 5 ïèðàòîâ ðàçäåëèòü ìåæäó
ñîáîé 10 ìîíåò?

Áëåñê çîëîòà íå äîëæåí îñëåïëÿòü
íàñ íàñòîëüêî, ÷òîáû ìû çàáûëè î

Ãëàâíîì Ïðàâèëå. Èòàê, óòî÷íÿåì:
ïèðàòû âñå ðàçëè÷íû (ÿðêî âûðà-
æåííûå èíäèâèäóàëüíîñòè!); ìîíåòû
âñå îäèíàêîâû; äîïóñêàåòñÿ ëþáîé
ñïîñîá äåëåæà, ïðè êîòîðîì êàæäûé
ïîëó÷àåò õîòÿ áû îäíó ìîíåòó. Òå-
ïåðü çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü.

Íà ïåðâûé âçãëÿä íåÿñíî, ïðè ÷åì
òóò ÷èñëî ñî÷åòàíèé. Íî ìû óæå
óáåäèëèñü, ÷òî ïåðâûé âçãëÿä ÷àñòî
îáìàí÷èâ. Ïåðåéäåì ñðàçó êî âòîðî-
ìó è íàïðàâèì åãî íà 10 ìîíåò

0000000000,

ðàçäåëåííûõ «ïåðåãîðîäêàìè», óêà-
çûâàþùèìè êîíêðåòíûé ñïîñîá äåëå-
æà. Â äàííîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ðàñ-
ïîëîæåíèå ïåðåãîðîäîê îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðâûé ïèðàò ïîëó÷àåò 3 ìîíåòû,
âòîðîé � 1, òðåòèé � 3, ÷åòâåðòûé � 2,
ïÿòûé � 1.

Òåïåðü ñèòóàöèÿ ïðîÿñíÿåòñÿ. Ââè-
äó ïðàâèë äåëåæà ïåðåãîðîäêè äîëæ-
íû íàõîäèòüñÿ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó
ìîíåòàìè (à íå ñëåâà èëè ñïðàâà îò
ìîíåò) è â êàæäîì ïðîìåæóòêå äîëæ-
íî áûòü íå áîëåå îäíîé ïåðåãîðîäêè.
Èòàê, ðå÷ü èäåò î âûáîðå 4 ìåñò èç 9.
Ñòàëî áûòü, ñïîñîáîâ äåëåæà ñòîëüêî,
ñêîëüêî 4-ïîäìíîæåñòâ ó 9-ìíîæå-

ñòâà, ò.å. 
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F

H
G

I

K
J  = 126.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè íàéäåíî
÷èñëî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ «óðàâíåíèÿ äåëåæà»

x x x x x1 2 3 4 5 10+ + + + = .

Çäåñü xi  � ÷èñëî ìîíåò, ïîëó÷àåìûõ
i-ì ïèðàòîì (i = 1, �, 5).

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ n ïèðà-
òîâ è m n≥b g  ìîíåò,

x x x mn1 2+ + + =K ,      (6)

èìååì 
m

n

−

−

F

H
G

I

K
J

1

1
 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé â

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. (Ýòîò îòâåò îñ-
òàåòñÿ â ñèëå äëÿ ëþáûõ íàòóðàëü-

íûõ m è n, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî 
k

l

F

H
G

I

K
J  = 0

ïðè k < l.)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñîâåð-
øåííî àìîðàëüíûõ ïèðàòîâ, êîòîðûå
äîïóñêàþò ëþáûå ñïîñîáû äåëåæà
(âïëîòü äî òîãî, ÷òî âñå ìîíåòû äîñ-
òàíóòñÿ îäíîìó). Èòàê, ðå÷ü òåïåðü
èäåò î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6)
â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ (äëÿ
xi  äîïóñêàåòñÿ è çíà÷åíèå 0). Íåðà-
âåíñòâî m > n ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå

èçëèøíå, ò.å. m, n � ïðîèçâîëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Åñëè ñíîâà âåðíóòüñÿ ê ãåîìåòðè-
÷åñêîé èëëþñòðàöèè, òî òåïåðü âîç-
ìîæíû ëþáûå ðàñïîëîæåíèÿ m êðóæ-
êîâ è n � 1 ïåðåãîðîäîê. Íàïðèìåð,
äëÿ 5 ïèðàòîâ è 10 ìîíåò ðàñïîëîæå-
íèå

| | | |00000 00000

îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà ïåðâûé, òðå-
òèé è ÷åòâåðòûé ïèðàòû íå ïîëó÷àþò
íè÷åãî, à âòîðîé è ïÿòûé � ïî ïÿòü
ìîíåò êàæäûé. Èòàê, äëÿ ïåðåãîðî-
äîê íàäî âûáðàòü 4 ìåñòà èç 14, à ýòî

ìîæíî ñäåëàòü 
14

4

F

H
G

I

K
J  = 1001 ñïîñîáîì.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàõîäèì, ÷òî óðàâ-

íåíèå (6) èìååò

m n

n

m n

m

+ −

−

F

H
G

I

K
J =

+ −F

H
G

I

K
J

1

1

1
   (7)

ðåøåíèé â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñëàõ.

Ïîæàëóé, áîëåå ïðîñòîå äîêàçà-
òåëüñòâî ñîñòîèò â çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ yi  = xi  + 1, i = 1, �, n. Êàæäîìó
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (6) â öåëûõ íåî-
òðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ

y y y m nn1 2+ + + = +K

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Òàêèõ ðåøå-

íèé, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, 
m n

n

+ −

−

F

H
G

I

K
J

1

1
,

ò.å. îïÿòü ïðèõîäèì ê (7).
Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ îáû÷íî

íàçûâàþò äèîôàíòîâûìè ïî èìåíè
ìíîãî çàíèìàâøåãîñÿ èìè äðåâíåãðå-
÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà. Èòàê,
ìû íàøëè ÷èñëî ðåøåíèé äèîôàíòî-
âà óðàâíåíèÿ (6) ïðè ëþáîì èç ïðåä-
ïîëîæåíèé: à) âñå xi  > 0; á) âñå
xi ≥ 0. À ÷òî áóäåò ñ ÷èñëîì ðåøåíèé,
åñëè íà öåëûå xi  íå íàêëàäûâàåòñÿ
íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé?

Âåëè÷èíó (7) ÷àñòî íàçûâàþò ÷èñ-
ëîì ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî
m. Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ êëàññîì
çàäà÷, òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ.

Çàäà÷à 12. Èìååòñÿ n ñîðòîâ ïè-
ðîæíûõ, òðåáóåòñÿ êóïèòü m ïèðî-
æíûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî
ìîæíî ñäåëàòü?

Ïèðîæíûå îäíîãî ñîðòà, åñòåñòâåí-
íî, ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè. Äàí-
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íàÿ ñîâñåì ïðîñòåíüêàÿ íà âèä çàäà÷à
ñàìà ïî ñåáå íå òàê óæ ïðîñòà. Íî
ïîñëå òîãî  êàê íàéäåíî ÷èñëî ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (6) â öåëûõ xi ≥ 0,
òóò è â ñàìîì äåëå ïî÷òè íå÷åãî
äåëàòü � ðàçâå ÷òî îáîçíà÷èòü ÷åðåç
xi  êîëè÷åñòâî ïîêóïàåìûõ ïèðîæíûõ
i-ãî ñîðòà (i = 1, �, n). Èñêîìîå
÷èñëî ðàâíî (7).

Êîíå÷íî, ðå÷ü ìîãëà èäòè íå î
ïèðîæíûõ, à î ÷åì-ëèáî äðóãîì. Âàæ-
íî ëèøü, ÷òî èùåòñÿ ÷èñëî íåóïîðÿ-
äî÷åííûõ íàáîðîâ èç m ýëåìåíòîâ,
ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàäëå-
æèò êàêîìó-ëèáî èç n òèïîâ. Òàê êàê
ýëåìåíòû îäíîãî òèïà ñ÷èòàþòñÿ íå-
ðàçëè÷èìûìè, òî äîïóñêàþòñÿ, òà-
êèì îáðàçîì, «ïîâòîðåíèÿ» ýëåìåí-
òîâ â íàáîðå.

«Повторения с
повторениями»

Ðàçìåùåíèÿ, ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòà-
íèÿ � è ñðàçó, êàê ãðèáû ïîñëå äîæ-
äÿ, ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè, ïå-
ðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè, ñî÷åòà-
íèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè� Ñ íåïðèâû÷êè
ìîæíî ðàñòåðÿòüñÿ, òåì áîëåå, ÷òî
ïîâòîðåíèÿ íå âñåãäà ïîíèìàþòñÿ
îäèíàêîâî. Ñòîèò, ïîæàëóé, âåðíóòü-
ñÿ ê ýòèì òåðìèíàì è åùå íåìíîãî î
íèõ ïîãîâîðèòü. Òàê ñêàçàòü, ïîâòî-
ðåíèå íà òåìó ïîâòîðåíèé.

Âîò, ê ïðèìåðó, òàêîé âîïðîñ. Ïå-
ðåñòàíîâêè � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìå-
ùåíèé, è ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïåðåñòà-
íîâîê � ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû
äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè
� âðîäå áû ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìåùå-
íèé ñ ïîâòîðåíèÿìè, íî ôîðìóëà äëÿ
÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè
îòíþäü íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè. Â ÷åì òóò äåëî?

Êîãäà ðå÷ü èäåò î ïîâòîðåíèÿõ ýëå-
ìåíòîâ â íàáîðå (óïîðÿäî÷åííîì èëè
íåò), âîçìîæíû äâå ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ñèòóàöèè:

à) íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ÷èñ-
ëî ïîâòîðåíèé ýëåìåíòîâ (êðîìå òîãî,
÷òî îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ íàáîðà
ðàâíî çàäàííîìó ÷èñëó);

á) êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí ïîâòî-
ðÿòüñÿ â íàáîðå çàäàííîå ÷èñëî ðàç.

Âñòðå÷àþòñÿ è âàðèàíòû, ïðîìå-
æóòî÷íûå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ, íî
ñåé÷àñ îíè íàì íå íóæíû.

Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè è ñî÷å-
òàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè îáúåäèíÿåò òî,
÷òî èìååòñÿ â âèäó à), òîãäà êàê ÷èñëî
ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè îïðåäå-

ëÿåòñÿ â ñèòóàöèè á). Êîíå÷íî, ðàçìå-
ùåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè (ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè èëè áåç) áëèçêè â äðóãîì îòíîøå-
íèè � êàê óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû,
òîãäà êàê ñî÷åòàíèÿ (ñ ïîâòîðåíèÿìè
èëè áåç) � íàáîðû íåóïîðÿäî÷åííûå.
Êñòàòè, äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáî-
ðîâ ïîñòàíîâêà á) áåññîäåðæàòåëüíà
(îòâåò, î÷åâèäíî, ðàâåí 1).

Íàñêîëüêî ïîëåçíà è óäîáíà âñÿ
ýòà «ïîâòîðèòåëüíàÿ» òåðìèíîëîãèÿ?

Äëÿ î÷åíü ïðîñòîãî (ïî âèäó è
ñìûñëó) âûðàæåíèÿ n

m
 íàçâàíèå

«÷èñëî ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè
èç n ïî m» ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, èç-
ëèøíå äëèííûì è òîðæåñòâåííûì.
Íî â ÿñíîñòè åìó íå îòêàæåøü.

Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè �
òåðìèí ÿñíûé è óäà÷íûé.

Â ñëó÷àå ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè ñ ÿñíîñòüþ íå âñå áëàãîïîëó÷íî.
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷àì èç ïðåäûäóùå-
ãî ïóíêòà. Ïðè ïîêóïêå ïèðîæíûõ
ïðîáëåì íå âîçíèêàåò (êðîìå ôè-
íàíñîâîé); ÿñíî, ÷òî çäåñü ïîâòîðÿ-
þòñÿ ïèðîæíûå îäíîãî ñîðòà. Çàäà-
÷à äåëåæà ðàññìàòðèâàëàñü â äâóõ
ïîñòàíîâêàõ � I (ïèðàòû ñ ïðèçíà-
êàìè ìîðàëè) è II (àìîðàëüíûå ïè-
ðàòû). Â ñëó÷àå I âîçíèêàëè ñî÷åòà-
íèÿ, â ñëó÷àå II � ñî÷åòàíèÿ ñ ïî-
âòîðåíèÿìè. À ÷òî, ñîáñòâåííî, ïî-
âòîðÿåòñÿ â âàðèàíòå II?

Ìîíåòû? Îíè, åñòåñòâåííî, «ïî-
âòîðÿþòñÿ», ïîñêîëüêó èäåíòè÷íû.
Íî îíè âåäü áûëè èäåíòè÷íûìè è â
âàðèàíòå I.

Ïèðàòû? Íî êàæäûé èç íèõ ó íàñ
â åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿðå. Ïðàâäà,
ìîæíî êîäèðîâàòü äåëåæ, ñîïîñòàâ-
ëÿÿ êàæäîé ìîíåòå èìÿ âëàäåëüöà;
òîãäà ïèðàòû (âåðíåå, èõ èìåíà) áó-
äóò ïîâòîðÿòüñÿ. Íî, îïÿòü-òàêè, â
ýòîì ñìûñëå îíè «ïîâòîðÿëèñü» è â I
ïîñòàíîâêå � îäíàêî òàì áûëè ñî÷åòà-
íèÿ áåç ïîâòîðåíèé.

Åñëè èñõîäèòü èç ìåòîäà ðåøåíèÿ,
ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî ïîâòîðÿþòñÿ
ïðîìåæóòêè ìåæäó ìîíåòàìè � êàê
ìåñòà äëÿ ïåðåãîðîäîê. Ïðè II ïîñòà-
íîâêå, â îòëè÷èå îò I, îäèí ïðîìåæó-
òîê ìîæåò ïîâòîðèòüñÿ äëÿ íåñêîëü-
êèõ ïåðåãîðîäîê.

Ïðÿìî ñêàæåì, ïðîìåæóòîê ìåæäó
ìîíåòàìè � âåùü êóäà ìåíåå îùóòè-
ìàÿ, ÷åì ìîíåòà èëè ïèðîæíîå. Äâà
ïèðàòà, êîòîðûì ïðè äåëåæå äîñòà-
ëèñü ëèøü «ïðîìåæóòêè ìåæäó ìî-
íåòàìè», âðÿä ëè ñòàíóò âûÿñíÿòü,
îäèí è òîò æå ó íèõ ïðîìåæóòîê
èëè ðàçíûå � ñêîðåå, îíè ñòàíóò
âûÿñíÿòü îòíîøåíèÿ ñ äðóãèìè ÷ëå-
íàìè øàéêè.

Äëÿ òåõ, êòî åùå íå óñòàë, ìîæíî
äîáàâèòü ñëåäóþùåå. Åñëè çàáûòü î
ñïîñîáå ðåøåíèÿ è äóìàòü ëèøü îá
àíàëîãèè ñ çàäà÷åé î ïîêóïêå ïèðî-
æíûõ, òî ïðèäåòñÿ, ïîæàëóé, ïðè-
íÿòü � íåñìîòðÿ íà âñå ñêàçàííîå
ðàíåå, � ÷òî «ïîâòîðÿþòñÿ» âñå-òàêè
ïèðàòû!

Â îáùåì, íåðàçáåðèõà ÷òî íàäî.
Ìîðàëü ïðîñòà: íà÷èíàþùèì íå

ðåêîìåíäóåòñÿ ñâÿçûâàòüñÿ ñ òåðìè-
íîì «ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè» áåç
îñîáîé íàäîáíîñòè. Ìîæíî âåäü ãî-
âîðèòü î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(6) â öåëûõ xi ≥ 0. Ýòî êðèñòàëüíî
ÿñíîå âûðàæåíèå, íå äàþùåå ïîâîäà
äëÿ «êðèâîòîëêîâ». Çàäà÷è î äåëåæå
(II ïîñòàíîâêà) è î ïîêóïêå ïèðîæ-
íûõ âíåøíå ðàçëè÷íû. Íî ñòîèò íà-
ïèñàòü óðàâíåíèå (6), êàê ñðàçó ñòà-
íîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ýòî îäíà è òà
æå çàäà÷à.

Èíîãäà âìåñòî êîëè÷åñòâà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (6) â öåëûõ xi ≥ 0 ãîâîðÿò
î êîëè÷åñòâå ðàçáèåíèé ÷èñëà m íà n
íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ýòî
õóæå. Ïðè íàëè÷èè íóëåâûõ ñëàãàå-
ìûõ íå î÷åíü óìåñòíî ãîâîðèòü î
ðàçáèåíèÿõ (ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî
3 = 3 + 0 + 0 + 0 îçíà÷àåò «ðàçáèåíèå»
÷èñëà 3 íà 4 ñëàãàåìûõ?), íî ãëàâíîå
â äðóãîì. Ðàçáèåíèÿ 8 = 5 + 3 è 8 =
= 3 + 5 � ýòî äâà ðàçíûõ ðàçáèåíèÿ
èëè ýòî ïî ñóùåñòâó îäíî è òî æå
ðàçáèåíèå? Ìîæíî ïîíèìàòü è òàê è
ýòàê, ñòàëî áûòü, íàðóøàåòñÿ Ãëàâ-
íîå Ïðàâèëî Êîìáèíàòîðèêè.

Â òî æå âðåìÿ âðÿä ëè êòî-íèáóäü
óñîìíèòñÿ â òîì, ÷òî x1  = 5, x2  = 3 è
x1  = 3, x2  = 5 � ýòî ðàçíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ x1  + x2  = 8. Íà ñåé ñ÷åò â
ìàòåìàòèêå óñòîé÷èâûå òðàäèöèè.

Ñòîèò ëè óäåëÿòü ñòîëüêî âíèìà-
íèÿ òåðìèíîëîãèè � âåäü â êîíå÷íîì
ñ÷åòå îíà íåñóùåñòâåííà? Â êîíå÷-
íîì, ïîæàëóé, è âïðÿìü íåñóùåñòâåí-
íà. Íî äëÿ íà÷èíàþùèõ «íà÷àëüíûé
ñ÷åò» êóäà âàæíåå «êîíå÷íîãî».

(Окончание следует)
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