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Решето и ppppp/4

По одной колее навстречу друг другу выш-По одной колее навстречу друг другу выш-По одной колее навстречу друг другу выш-По одной колее навстречу друг другу выш-По одной колее навстречу друг другу выш-
ли два поезда. И не встретились.ли два поезда. И не встретились.ли два поезда. И не встретились.ли два поезда. И не встретились.ли два поезда. И не встретились.

— Почему?— Почему?— Почему?— Почему?— Почему?
— Не судьба...— Не судьба...— Не судьба...— Не судьба...— Не судьба...

АнекдотАнекдотАнекдотАнекдотАнекдот

Êàê èçâåñòíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ðåøåòî Ýðàòîñôåíà: âûïèñûâàåì ïîäðÿä íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3, 4, ... (÷åì áîëüøå, òåì ëó÷øå), à çàòåì
çà÷åðêèâàåì ñíà÷àëà ÷èñëà 4, 6, 8, 10, ..., çàòåì ÷èñëà 6, 9,
12, 15, ..., íà ñëåäóþùåì øàãå � ÷èñëà 10, 15, 20, 25, ... Â
êîíöå êîíöîâ íåçà÷åðêíóòûìè îñòàíóòñÿ òîëüêî ïðîñòûå
÷èñëà è ÷èñëî 1.

Ðåøåòî Àêóëè÷à óñòðîåíî èíà÷å. Îí íå çà÷åðêèâàåò, à
âû÷åðêèâàåò ÷èñëà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñíà÷àëà âû÷åðêèâàåò èç
íàòóðàëüíîãî ðÿäà êàæäîå âòîðîå ÷èñëî (2, 4, 6, ...), çàòåì
âû÷åðêèâàåò êàæäîå òðåòüå èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, çàòåì �
êàæäîå ÷åòâåðòîå èç îñòàâøèõñÿ, è òàê äàëåå. ×òî îñòàíåòñÿ?
Îñòàíåòñÿ äîâîëüíî-òàêè ñòðàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 1,
3, 7, 13, 19, 27, 39, 49, 63, 79, 91, 109, 133, 147, ... Âû÷èñëÿòü
åå âðó÷íóþ � âåñüìà óòîìèòåëüíîå è íåáëàãîäàðíîå äåëî.

Программа
Ìîé ó÷åíèê îäèííàäöàòèêëàññíèê Â.Èîôèê íàïèñàë íà
Borland C++ 3.1 ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ìíî-
ãèå òûñÿ÷è ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àêóëè÷à.

Â ýòîé ïðîãðàììå â êàæäûé ìîìåíò âû÷èñëåíèé n îáîçíà-
÷àåò êîëè÷åñòâî óöåëåâøèõ ÷èñåë, à k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 2,
3, 4, 5, ... äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ k > n, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ
ñèãíàëîì ê îêîí÷àíèþ âû÷èñëåíèé. Ðàäè ýêîíîìèè âðåìåíè
è ïàìÿòè âñå ÷åòíûå ÷èñëà âû÷åðêíóòû äî íà÷àëà âû÷èñëå-
íèé, òàê ÷òî ïðîãðàììà âî âðåìÿ âûâîäà ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-
íÿåò ôîðìóëó 2i + 1 äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà è ôîðìóëó
8 4& &i j j+b g b g  � äëÿ ó÷åòâåðåííîãî îòíîøåíèÿ j-ãî ÷ëåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê êâàäðàòó åãî íîìåðà.
Ïðèìåíèâ ñïèñêè âìåñòî ìàññèâîâ è íåêîòîðûå äðóãèå

ïðîãðàììèñòñêèå õèòðîñòè (êîìïèëÿòîð GNU C), Èîôèê
çàòåì íàïèñàë ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ñïðàâèëàñü ñ ïåðâûìè ñòà
ìèëëèîíàìè ÷èñåë (è äàæå áîëüøå!). Íàïðèìåð, 3826-é ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàçàëñÿ ðàâåí 11499769.  Ïðè ýòîì

4 11499769 3826
2⋅ ≈e j  3,1423.

Число ppppp/4 и формула Валлиса

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé óáåäèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóþò: ïðè
j → ∞  îòíîøåíèå âåëè÷èíû j-ãî ÷ëåíà èçó÷àåìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ê j

2  ñòðåìèòñÿ ê π 4 . Çíà÷èò, ðåøåòî Àêóëè÷à
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü äëèíó îêðóæíîñòè!  Êàê îí ñàì ïèøåò,
«òàêîé ðåçóëüòàò ñïîñîáåí ñâàëèòü ñ íîã äàæå íîðìàëüíîãî
÷åëîâåêà, íå ãîâîðÿ óæå î ëþáèòåëå ìàòåìàòèêè».

Äà, ðåçóëüòàò óäèâèòåëüíûé. Íî äàâàéòå íå áóäåì ïàäàòü
â îáìîðîê. ×èñëî π  âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî â ãåîìåòðèè, íî
è â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Íàïðèìåð,
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Èçâåñòíû è äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷àñòèåì π . Íàì ïîòðå-
áóåòñÿ òîëüêî îäíî èç íèõ � îïóáëèêîâàííàÿ â 1665 ãîäó
àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Äæîíîì Âàëëèñîì (1616�1703)
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×òîáû ïîíÿòü, êàê îíà ñâÿçàíà ñ ðåøåòîì Àêóëè÷à, äàâàéòå
ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ âû÷åðêèâàíèÿ. Ïîêëîííèêè «Ïåí-
òèóìà» ïðè ýòîì ìîãóò ñìîòðåòü íà ýêðàí êîìïüþòåðà, íà
êîòîðîì ðàáîòàåò ïðîãðàììà Èîôèêà.

Что происходит в начале вычислений?

Äëÿ âû÷èñëåíèé ìû áåðåì íå âåñü íàòóðàëüíûé ðÿä, à ëèøü
ïåðâûå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âû÷åðêèâàåì ñíà÷àëà êàæäîå
âòîðîå èç íèõ, îñòàâëÿÿ â òî÷íîñòè N � [N/2] ÷èñåë, ò. å.
ïðèáëèçèòåëüíî N/2. Çàòåì âû÷åðêèâàåì êàæäîå òðåòüå
÷èñëî èç îñòàâøèõñÿ, òàê ÷òî îñòàíåòñÿ ïðèìåðíî
2/3 îñòàòêà, ò.å. ïðèáëèçèòåëüíî N/3. (Òî÷íóþ ôîðìóëó

âñå åùå íåñëîæíî íàïèñàòü:  N � [N/2] � 
N N−L
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Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíò» ¹4
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÷åì äàëüøå, òåì áîëüøå ïîíàäîáèòñÿ çíàêîâ öåëîé ÷àñòè, òàê
÷òî ëó÷øå óæ ïèñàòü ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû, ÷åì
íàãðîìîæäàòü êâàäðàòíûå ñêîáêè.) Êîãäà âû÷åðêíåì êàæ-
äîå ÷åòâåðòîå èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, îñòàíåòñÿ ïðèìåðíî

3/4 ïðåäûäóùåãî êîëè÷åñòâà, ò.å. 
3

4
N/3 = N/4. È âîîáùå,

ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ êàæäîãî k-ãî ÷èñëà îñòàíåòñÿ ïðèìåðíî
n = N/k ÷èñåë.

Êàçàëîñü áû, âñå óæå ñäåëàíî: ìû ïîìíèì, ÷òî âû÷èñëå-
íèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ â ìîìåíò, êîãäà k > n, ò.å. k

2
 > N.

Çíà÷èò, k-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæåí áûòü ïðèìåðíî
ðàâåí k

2. Òîëüêî âîò ïðàâèëüíîãî îòâåòà πk
2 4  òàêîå

ïðîñòîå ðàññóæäåíèå íèêàê íå äàåò!
Ïî÷åìó íå äàåò? Èç-çà ìíîãîêðàòíî  ïîâòîðåííûõ ñëîâ

«ïðèìåðíî» è «ïðèáëèçèòåëüíî». Çàìåíÿÿ öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà ñàìèì ýòèì ÷èñëîì, ìû äåëàåì íå î÷åíü áîëüøóþ � íå
áîëüøå 1 � îøèáêó.  Íî çà k øàãîâ îøèáêè íàêàïëèâàþòñÿ
è îêàçûâàþòñÿ ïî âåëè÷èíå ñðàâíèìû ñ ñàìîé èññëåäóåìîé
âåëè÷èíîé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: â íà÷àëå âû÷èñëåíèé k íåâåëèêî, à
N/k îãðîìíî, òàê ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íåâåëèêà, à ñ
ðîñòîì k è ñîîòâåòñòâåííûì óìåíüøåíèåì âåëè÷èíû N/k
îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà âîçðàñòàåò!

Что происходит в конце вычислений?

Â ñàìûé ïîñëåäíèé ìîìåíò ÷èñëî k îêàçûâàåòñÿ ðàâíî
êîëè÷åñòâó n óöåëåâøèõ ê ýòîìó ìîìåíòó ÷èñåë. Ïåðåä ýòèì
äîâîëüíî ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ k ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî n
è ïîòîìó íà êàæäîì òàêîì k-ì øàãå âû÷åðêèâàåì ïî îäíîìó
÷èñëó. Ïåðåä ýòèì íåñêîëüêî áîëåå êîðîòêîå, íî òîæå
ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ âû÷åðêèâàåì ïî äâà ÷èñëà, ïåðåä
ýòèì � ïî òðè ÷èñëà, è òàê äàëåå.

Äàâàéòå ïðèäàäèì ýòîìó áîëåå òî÷íóþ ôîðìó. Ïóñòü
ñàìûé ïîñëåäíèé øàã � âû÷åðêèâàíèå j-ãî ÷èñëà èç j
óöåëåâøèõ ê ýòîìó ìîìåíòó. Òîãäà ïåðåä íèì âû÷åðêíóëè
(j � 1)-å ÷èñëî èç j + 1, ïðè ýòîì áûëî k = j � 1 è n = j + 1.
×óòü ðàíüøå k = j � 2 è n = j + 2, åùå ðàíüøå k = j � 3 è
n = j + 3. Âîîáùå, åñëè èäòè ñ êîíöà ê íà÷àëó, òî äî òåõ ïîð,
ïîêà âû÷åðêèâàëè ïî îäíîìó ÷èñëó, âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà
k = j � a è n = j + a. Ïåðåõîä íà äðóãîé ðåæèì ïðîèñõîäèò
â ìîìåíò, êîãäà 2 j a− ≈b g  j + a, ò.å. êîãäà a j≈ 3. Ïðè ýòîì

k j≈
2

3
 è n k≈ 2 . (Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü íå

ïðèáëèæåííûå, à òî÷íûå ôîðìóëû. Íî äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ âñå ðàâíî ïîòðåáóþò ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë, òàê ÷òî
ìû îáîéäåìñÿ áåç ëèøíèõ êâàäðàòíûõ ñêîáîê.)

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ôîðìóëû k j≈
2

3
 � b è n j≈

4

3
 + 2b

îïèñûâàþò ïðîöåññ íà òîé ñòàäèè, êîãäà âû÷åðêèâàåì ïî äâà
÷èñëà. Ïåðåõîä íà ðåæèì âû÷åðêèâàíèÿ ïî òðè ÷èñëà

ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó 3
2
3

jF
HG −

I
KJ

≈b
4

3
j  + 2b, èç êîòîðîãî

íàõîäèì b j≈ ⋅
1

5

2

3
, îòêóäà k j≈ ⋅

2

3

4

5
 è n k≈ 3 .

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü â òîì æå äóõå è îáîçíà÷àÿ äëÿ

êðàòêîñòè cm  = 
2

3

4

5

2

2 1
⋅ ⋅ ⋅

+
K

m

m
, íàõîäèì, ÷òî ïåðåõîä

ìåæäó ðåæèìàìè âû÷åðêèâàíèÿ ïî m è ïî m + 1 ÷èñåë

ïðîèñõîäèò ïðè k c jm≈  è n m k≈ + 1b g .
Ñîçíàòåëüíî ñäåëàâ íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê,

Àêóëè÷ ñìîã èç ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷èòü ÷èñëî π 4 . Áóäó÷è
÷åñòíûì ÷åëîâåêîì, îí ñàì îáðàòèë âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà
ýòè ïåðåäåðãèâàíèÿ è ïðèçíàë, ÷òî «ðàññóæäåíèÿ èìåþò

íåìàëî îãðåõîâ, íî èñêîðåíÿòü èõ êàê-òî íå ïîäíèìàåòñÿ
ðóêà: íå íàâðåäèòü áû!». Â îáùåì, îí ïîñòóïèë êàê èíæåíåð,
êîòîðîìó íåêîãäà ðàçáèðàòüñÿ ñ òîíêîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôîðìóë è êîòîðûé ïîýòîìó íå ïîñòåñíÿåòñÿ óìíîæèòü èëè
ðàçäåëèòü ïîëó÷åííûé îòâåò íà 2 èëè íà ÷òî-íèáóäü äðóãîå,
åñëè ïîñëå ýòîãî îòâåò áóäåò ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì.

À äåëî â òîì, ÷òî ôîðìóëû k c jm≈  è n m k≈ + 1b g  äîâîëüíî
òî÷íû ïðè ìàëåíüêèõ m è òåðÿþò òî÷íîñòü ïðè âîçðàñòàíèè
m. Ýôôåêò òàêîé æå, êàêîé ìû óæå íàáëþäàëè, êîãäà
ðàññìàòðèâàëè ïðîöåññ îò íà÷àëà ê êîíöó: îøèáêà íàêàïëè-
âàåòñÿ è îêàçûâàåòñÿ ïðè áîëüøèõ m ñîïîñòàâèìîé ñ ñàìîé
èññëåäóåìîé âåëè÷èíîé.

Стыковка

×òî æå äåëàòü, åñëè è ïðè ðàññìîòðåíèè îò íà÷àëà ê êîíöó,
è ïðè ðàññìîòðåíèè îò êîíöà ê íà÷àëó óñïåâàåò íàêîïèòüñÿ
îøèáêà? Ëþáîé ñòðîèòåëü ïîäçåìíîãî òîííåëÿ çíàåò îòâåò:
íàäî ïóñòèòü èõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó! Â ìîìåíò ñòûêîâêè
k c jm≈  è N k m c jm≈ + 1b g , îòêóäà N m c jm≈ + 1

2 2b g . Â ñèëó

ôîðìóëû Âàëëèñà, m cm+ →1
2b g π 4 , òàê ÷òî ìû ïîëó÷èëè â

òî÷íîñòè òî, ÷òî òðåáîâàëîñü. È çàìåòüòå: íèêàêîãî îáìàíà
è îáñ÷åòà ÷èòàòåëåé!

Доказательство формулы Валлиса

Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ñòèðëèíãà m! ≈ m e m
mb g 2π  äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Âàëëèñà ÿ íå áóäó, ïîñêîëüêó
ñàìîå èçâåñòíîå è ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ñòèð-
ëèíãà ñîñòîèò èìåííî â òîì, ÷òî ñíà÷àëà äîêàçûâàþò ñîîò-
íîøåíèå m! ≈ k m m e

mb g  ñ íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì êîýô-
ôèöèåíòîì k, à çàòåì èç ôîðìóëû Âàëëèñà íàõîäÿò k = 2π .

ß ñäåëàþ ïðîùå: êàê ðåêîìåíäóþò ñ äàâíèõ ïîð ïî ýòîìó
ïîâîäó ó÷åáíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàññìîòðþ

am
m= z sin

0

π

x dx.

Òîãäà a0  = π  è a1 = 2. Äàëåå � èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â
ñòèëå âûòÿãèâàþùåãî ñåáÿ çà âîëîñû èç áîëîòà Ìþíõãàó-
çåíà:

a xdxm
m

+
+= =z1
1

0

sin
π

− =z sin cosmxd x
0

π

− +sin cosmx x
0

π

+ m x xdxmcos sin2 1

0

−z =
π

m x xdxm1 2 1

0

− =−z sin sinc h
π

= ma mam m− +−1 1,

îòêóäà

a
m

m
am m+ −=

+1 11
.

Òåïåðü ëåãêî íàõîäèì a2  = 
1

2 0a  = 
π
2

, a3  = 
2

3 1a  = 2
2

3
⋅ ,

a4  = 
3

4 2a  = 
1

2

3

4
⋅ π , è âîîáùå

a
m

mm2

1

2

3

4

2 1

2
= ⋅ ⋅ ⋅

−
K π ,  a

m

mm2 1 2
2

3

4

5

2

2 1+ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+

K .

Êàêîå îòíîøåíèå âñå ýòè èíòåãðàëû èìåþò ê ôîðìóëå
Âàëëèñà? Ñàìîå ïðÿìîå: èç íåðàâåíñòâ

a a am m m2 1 2 2 1− +> >
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ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

1
2

2 1
2

2 1

> >
+−

a

a

m

m
m

m

,

èç êîòîðûõ ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2).
Óïðàæíåíèå 11. à) Îáû÷íî â ó÷åáíèêàõ ôîðìóëà Âàëëèñà èìååò

âèä
π
2

2
1

2
3

4
3

4
5

2
2 1

2
2 1

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +K K

m
m

m
m

Âûâåäèòå åå èç ôîðìóëû (2).
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëà Âàëëèñà ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàêæå

â âèäå

π =
⋅

→∞
lim

!

!m

m
m

m m

b g
b g

2 2
2

2
.

Чудеса в решете

Äàâàéòå ÷óòü èçìåíèì ïðàâèëà ðåøåòà Àêóëè÷à è áóäåì
âû÷åðêèâàòü èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñíà÷àëà êàæäîå âòîðîå
÷èñëî, ïîòîì êàæäîå ÷åòâåðòîå èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, çàòåì
êàæäîå øåñòîå, è òàê äàëåå. Ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1, 3, 5, 9, 11, 17, 19, 25, 27, 35, 37, 43, 51, 57, 59, 69, 75, 83,
85, 97, 101, 113, 117, 129, ... Óãàäàëè çàêîíîìåðíîñòü?
Íàâåðíîå, åùå íåò. Íà êîìïüþòåðå ìîæíî âû÷èñëèòü îãðîì-
íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, åå
6700-é ÷ëåí îêàçàëñÿ ðàâåí 589459. Ïî-ïðåæíåìó íè÷åãî íå
ïîíÿòíî? Íó òîãäà ÿ ïðèçíàþñü, ÷òî 589459 6700 6700⋅ ≈e j
≈ 1,0748. È âîîáùå, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñòåò íå êàê
n

2
, à êàê n n .
Àíàëîãè÷íûé ïîðÿäîê ðîñòà ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè âû÷åðêè-

âàòü èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñíà÷àëà êàæäîå òðåòüå ÷èñëî,
ïîòîì êàæäîå ïÿòîå èç îñòàâøèõñÿ, ïîòîì êàæäîå ñåäüìîå,
è òàê äàëåå. Íåâû÷åðêíóòûìè ïðè ýòîì îcòàíóòñÿ ÷èñëà 1,
2, 4, 5, 8, 10, 13, 16, 19, 20, 26, 28, 32, 34, 41, 43, 47, 53, 58,
61, 68, 70, 73, 80, 86, 88, 94, 101, ... Õîòèòå çíàòü, ïî÷åìó
n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí
0 684, n n ? Òîãäà åñòü äâà ïóòè: ëèáî îáçàâåñòèòü ñóïåðêîì-
ïüþòåðîì è âû÷èñëÿòü, âû÷èñëÿòü, âû÷èñëÿòü, íè÷åãî ñòðî-
ãî òàê è íå äîêàçàâ, èáî íàòóðàëüíûé ðÿä öåëèêîì íåâîçìîæ-
íî ïîìåñòèòü â ïàìÿòü íèêàêîãî êîìïüþòåðà, ëèáî ïîäóìàòü,
êàê ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ïåðåíîñÿòñÿ íà ýòè
è äðóãèå ñëó÷àè.

Îêàçûâàåòñÿ, òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàé-
òè îòâåò â îáùåì ñëó÷àå. Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîò îòâåò âõîäèò
èçîáðåòåííàÿ Ë.Ýéëåðîì ãàììà-ôóíêöèÿ Ã. Åå îïðåäåëåíèå
ñëèøêîì ñëîæíî, ÷òîáû èçëàãàòü åãî çäåñü. Ïîâåðüòå íà
ñëîâî: èñòèííàÿ ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ÷èñëà p â ðåøåòå

Àêóëè÷à � â òîì, ÷òî Γ
1

2

F
HG

I
KJ
 = π .

Палиндромы

––––– Абба а? Абба а? Абба а? Абба а? Абба а?
– Абба аббабба.– Абба аббабба.– Абба аббабба.– Абба аббабба.– Абба аббабба.
– Бааб?– Бааб?– Бааб?– Бааб?– Бааб?
– Аа– Аа– Аа– Аа– Аа. Абба аббабба баабааб.. Абба аббабба баабааб.. Абба аббабба баабааб.. Абба аббабба баабааб.. Абба аббабба баабааб.

Ïàëèíäðîì (ïî-ðóññêè, ïåðåâåðòûø) � ýòî ñëîâî, êîòîðîå
âûãëÿäèò îäèíàêîâî ïðè ÷òåíèè êàê ñëåâà íàïðàâî, òàê è
ñïðàâà íàëåâî (íàïðèìåð, ØÀËÀØ, ÐÎÒÎÐ èëè ÀÀÀÁ-
ÁÀÁÁÀÁÁÀÀÀ).

×åðåç f(n) îáîçíà÷èì òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÷òî âñÿêîå
ñëîâî äëèíîé n, ñîñòàâëåííîå èç áóêâ À è Á, ìîæåò áûòü
ðàçáèòî íå áîëåå ÷åì íà f(n) ïàëèíäðîìîâ. ×òîáû ïðèâûê-
íóòü ê ôóíêöèè f, äàâàéòå íàéäåì f(6). Âñåãî øåñòèáóêâåí-
íûõ ñëîâ 26  = 64, íî ïîñêîëüêó áóêâû À è Á ðàâíîïðàâíû,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ íà
áóêâó À:

ÀÀÀÀÀÀ ÀÀÁÀÀ+À ÀÁÀ+ÀÀÀ ÀÁÁÀ+ÀÀ
ÀÀÀÀÀ+Á ÀÀ+ÁÀÀÁ À+ÁÀÀÀÁ ÀÀ+ÁÀÀÁ
ÀÀÀ+ÀÁÀ À+ÀÁÀÁÀ ÀÁÀ+ÀÁÀ ÀÁÁÀ+Á+À !
ÀÀÀÀ+ÁÁ ÀÀ+ÁÀÁ+Á ! ÀÁÀ+À+ÁÁ ! ÀÁÁÀ+ÁÁ
À+ÀÀÁÀÀ ÀÀÁÁÀÀ ÀÁÀÁÀ+À ÀÁÁÁÀ+À
ÀÀÀ+ÁÀÁ À+ÀÁÁÀ+Á ! ÀÁÀÁÀ+Á ÀÁÁÁÀ+Á
ÀÀ+ÀÁÁÀ À+ÀÁÁÁÀ ÀÁÀ+ÁÁ+À ! ÀÁÁÁÁÀ
ÀÀÀ+ÁÁÁ ÀÀ+ÁÁÁÁ ÀÁÀ+ÁÁÁ À+ÁÁÁÁÁ

Âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè îòìå÷åíû ñëîâà, êîòîðûå íåëüçÿ
ðàçáèòü ìåíåå ÷åì íà òðè ïàëèíäðîìà.  Ìû âèäèì, ÷òî âñÿêîå
øåñòèáóêâåííîå ñëîâî ìîæíî ðàçáèòü íå áîëåå ÷åì íà òðè
ïàëèíäðîìà 4 ; f(6) = 3.

Â ñòàòüå «Óì õîðîøî, à ïÿòü � ëó÷øå» ïðèâåäåíû ïåðâûå
19 çíà÷åíèé ôóíêöèè f:

Îäèííàäöàòèêëàññíèêè Â.Èîôèê è Â.Ëåìïèöêèé ñîñòàâèëè
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû÷èñëèëà íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f:

Âåëè÷èíó f(28) ýòà ïðîãðàììà âû÷èñëÿëà áîëåå 30 ÷àñîâ, à
f(29) � òðîå ñóòîê. Äàëüøå ÿ åé ñ÷èòàòü íå äàë � âûêëþ÷èë
êîìïüþòåð. Ïîòîì îíè óñîâåðøåíñòâîâàëè ñâîþ ïðîãðàììó,
íî âñå ðàâíî äàæå f(60) âû÷èñëèòü ïåðåáîðîì àáñîëþòíî
íåâîçìîæíî: 260 = 10246 > 10

18 . Åñëè ïåðåáèðàòü êàæäóþ
ñåêóíäó ñòî ìèëëèîíîâ (=10

8) ñëîâ, òî ïîòðåáóåòñÿ áîëåå
10

10
 ñåêóíä. Ýòî çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ãàðàíòèéíûé ñðîê

ðàáîòû «Ïåíòèóìà»!
Âåëè÷èíà n/f(n) � ýòî ñðåäíÿÿ äëèíà ïàëèíäðîìîâ, íà

êîòîðûå ðàçáèòî ñàìîå òðóäíî ðàçáèâàåìîå n-áóêâåííîå
ñëîâî. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ýòà âåëè÷èíà èìååò òåíäåíöèþ
ê ðîñòó. «Ìîæåò ëè âåëè÷èíà n/f(n) áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøîé?» � ñïðàøèâàåò Àêóëè÷ è, ïîñêîëüêó íà ýòîò
âîïðîñ íå ìîãóò îòâåòèòü íè ñ÷åòíûå ïàëî÷êè, íè àáàê, íè
«Ïåíòèóì», âçûâàåò: «Îäíà íàäåæäà � íà ÷èòàòåëåé. Âîç-
ìîæíî, êòî-íèáóäü ñóìååò ñîñòàâèòü òàêóþ ïðîãðàììó, êîòî-
ðàÿ âû÷èñëèò çíà÷åíèÿ f(n) äëÿ íåñêîëüêèõ ñîòåí ïåðâûõ n,
àíàëèçèðóÿ êîòîðûå, óäàñòñÿ ïðàâèëüíî ñïðîãíîçèðîâàòü åå
ïîâåäåíèå è íàéòè ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò, êîíå÷íî). À
ìîæåò, åñòü è ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé ïóòü?»

Åñòü ÷èñòûé ïóòü! Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëîâî àáâàáâàáâ ...
... àáâ, ñîñòîÿùåå èç ìíîãîêðàòíî ïîâòîðåííîãî ñëîâà àáâ.
Îíî ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ïàëèíäðîìû åäèíñòâåííûì
îáðàçîì � ðàññûïàíî íà îòäåëüíûå áóêâû. Òåïåðü çàìåíèì

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01

f( )n 1 2 2 2 2 3 3 4 4 4

f/n (n) 1 1 5,1 2 5,2 2 33,2 2 52,2 5,2

n 11 21 31 41 51 61 71 81 91

f( )n 5 5 5 6 6 6 6 7 7

f/n (n) 2,2 4,2 6,2 33,2 5,2 66,2 38,2 75,2 17,2

n 02 12 22 32 42 52 62 72 82 92

f( )n 8 8 8 8 9 9 01 01 01 01

f/n (n) 5,2 26,2 57,2 78,2 66,2 77,2 6,2 7,2 8,2 9,2

4 Çäåñü ÿ äîëæåí ïðîñèòü ïðîùåíèÿ ó ðåâíèòåëåé ÷èñòîòû
ðóññêîãî ÿçûêà: êîíå÷íî, íå î÷åíü ñêëàäíî ãîâîðèòü, ÷òî âñÿêèé
ïàëèíäðîì ìîæíî ðàçáèòü íà îäèí ïàëèíäðîì, èáî íèêàêîãî
ðàçáèåíèÿ ïðè ýòîì íà äåëå íå ïðîèñõîäèò. Íî òàêîâà óæ
ïðèâû÷êà ìàòåìàòèêîâ � ñòàðàòüñÿ îäíîé ôðàçîé îõâàòèòü âñå
ñëó÷àè.
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êàæäóþ áóêâó à íà ÀÀ, á � íà ÁÁ, â � íà ÀÁ. Ïîëó÷èì ñëîâî

ÀÀÁÁÀÁÀÀÁÁÀÁÀÀÁÁÀÁ ... ÀÀÁÁÀÁ ...

Ñàìûå äëèííûå ïàëèíäðîìû â ýòîì ñëîâå � ÀÁÁÀ è ÁÀÀÁ
� èìåþò äëèíó 4. Ðàññìîòðåâ ëþáîå n-áóêâåííîå ïîäñëîâî
ýòîãî ñëîâà, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî f(n) ≥  n/4. Çíà÷èò,
îòíîøåíèå n/f(n) îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñëîì 4.

À òåïåðü � ñàìîå èíòåðåñíîå. Ïî-âèäèìîìó, âåðíà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n èìååì f (3n) = n +
+ 1, f (3n + 1) = n + 1, f (6n + 2) = 2n + 2. Ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n > 1 èìååì f (6n + 5) = 2n + 2, èñêëþ÷èòåëü-
íîå çíà÷åíèå f (11) = 5.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäåë lim
n

n
f n→∞ b g

 ñóùåñòâóåò è ðàâåí 3.

Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òðåáóåò äî-
âîëüíî áîëüøîãî ïåðåáîðà. Íî ãëàâíàÿ èäåÿ ìîæåò áûòü
èçëîæåíà äîâîëüíî-òàêè êîðîòêî: êàæäîå ñëîâî èç n áóêâ À
è Á ìîæåò áûòü ðàçáèòî íå áîëåå ÷åì íà [(n + 4)/3]
ïàëèíäðîìîâ.

Ýòî ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè: áàçà î÷åâèäíà, à ïåðåõîä
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè ìû îò ñëîâà ñóìååì îòðåçàòü
íà÷àëî äëèíîé 3s èëè áîëåå, êîòîðîå ìîæíî ðàçáèòü íà s
ïàëèíäðîìîâ, òî ìû ïîáåäèëè.  Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî ñëîâà, â êîòîðûõ ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Äîâîëüíî
ñêó÷íûé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî åñòü âñåãî îäíà íåïðèÿò-
íàÿ âîçìîæíîñòü � ýòî

ÀÁÀÀÁÁ(ÁÀÀÁÀÁ)(ÁÀÀÁÀÁ)...,

ãäå ÁÀÀÁÀÁ�û áåñêîíòðîëüíî ðàçìíîæàþòñÿ. Ñ ýòèì ñëî-
âîì íàäî ðàçîáðàòüñÿ èíäèâèäóàëüíî. (Ïðîäåëàéòå ýòó
ðàáîòó!)

Ê ñîæàëåíèþ, íåðàâåíñòâà

f(n) ≤  [(n + 4)/3]                    (3)

íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Íóæíî åùå
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè n = 6k + 5, ãäå k > 1, íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Ïðè n ≤  17 ýòî âåðíî. Åñëè n > 17, òî ðàññìîòðèì íà÷àëî
n-áóêâåííîãî ñëîâà � ïåðâûå åãî 6 áóêâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñëîâî íà÷èíàåòñÿ íà áóêâó À. Åñëè íà÷àëî ìîæíî ðàçáèòü íå
áîëåå ÷åì íà 2 ïàëèíäðîìà, òî âñå â ïîðÿäêå.  Çíà÷èò,
îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òîëüêî òå íà÷àëà, êîòîðûå â òàáëèöå
áûëè îòìå÷åíû âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè: 1) ÀÀÁÀÁÁ, 2)
ÀÀÁÁÀÁ, 3) ÀÁÀÀÁÁ, 4) ÀÁÀÁÁÀ è 5) ÀÁÁÀÁÀ.

Íà÷íåì ñ òðåòüåãî ñëó÷àÿ: ÀÁÀ�ÀÁÁ. Çíàê «�» óêàçûâàåò
ìåñòî äëÿ ðàçáèåíèÿ âî âñåõ ñèòóàöèÿõ, êðîìå òîé, êîãäà
ïîñëå ýòîãî íà÷àëà èäóò îäíè òîëüêî áóêâû Á. (Ýòî î÷åíü
âàæíîå ñîîáðàæåíèå, è ïîòîìó ÿ ïðîøó çàäåðæàòüñÿ âçãëÿ-
äîì íà ýòîì ìåñòå è õîðîøî âñå îáäóìàòü.) Ïîñêîëüêó ñëîâî
ÀÁÀÀÁÁ...ÁÁ ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ïàëèíäðîìà, ÷òî ïðå-
êðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ íåðàâåíñòâîì (3), òðåòèé ñëó÷àé ðàçîá-
ðàí.

Àíàëîãè÷íî, â ïÿòîì ñëó÷àå: ÀÁÁÀ�ÁÀ. Çíàê «�» óêàçû-
âàåò ìåñòî äëÿ ðàçáèåíèÿ âî âñåõ ñèòóàöèÿõ, êðîìå òîé,
êîãäà ïîñëå ýòîãî íà÷àëà èäóò òîëüêî áóêâû À. Ñëîâî
ÀÁÁÀÁÀ...ÀÀ ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ïàëèíäðîìà, è ýòî
ñîãëàñóåòñÿ ñ íåðàâåíñòâîì (3).

Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå ïðèïèøåì ê íà÷àëó ÀÁÀÁÁÀ âñåâîç-
ìîæíûìè ñïîñîáàìè øåñòèáóêâåííûå ñëîâà:

ÀÁÀ+ÁÁ+ÀÀÀÀÀÀÀ
À+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÀÀÀÁ
À+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÀÀÁ+À
. . . . . . . . . . . . . . . .
ÀÁÀ+ÁÁ+ÀÁÁÁÁÁÀ
À+Á+ÀÁÁÀ+ÁÁÁÁÁÁ

Ìíîãîòî÷èÿ ñòîÿò ïîòîìó, ÷òî â æóðíàëå íèêàê íåëüçÿ
ïðèâåñòè âñå ñëîâà, õîòÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÿ ïåðåáèðàë âñå
ïîäðÿä!

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåì âòîðîé ñëó÷àé:

À+ÀÁÁÀ+Á+ÀÀÀÀÀÀ
À+ÀÁÁÀ+ÁÀÀÀÀÀÁ
ÀÀ+ÁÁ+ÀÁÀÀÀÀÁÀ
. . . . . . . . . . . . . . . .
ÀÀ+ÁÁ+ÀÁÁÁÁÁÁÀ
À+ÀÁÁÀ+ÁÁÁÁÁÁÁ

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïåðâûé ñëó÷àé:

ÀÀ+ÁÀÁ+Á+ÀÀÀÀÀÀ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÀÀÁ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÀÁ+À
À+ÀÁÀ+ÁÁÀÀÀÀÁÁ
ÀÀ+Á+ÀÁÁÀ+ÀÀÁÀÀ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÁ�ÀÁ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÀÀÀÁ�ÁÀ
. . . . . . . . . . . . . . . . .
ÀÀ+Á+ÀÁÁÁÁÁÁÁÀ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÁÁÁÁÁÁ

Ïðè ýòîì îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âñå ñëîâà ïîääàþòñÿ ðàçáè-
åíèþ, êðîìå äâóõ: ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÀÁÀ è ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÁÀÁ.
Åñëè ïðèïèñàòü ê ïåðâîìó èç íèõ áóêâó À, òî ïîëó÷àåì
ÀÀ+Á+ÀÁÁÁÀ+ÀÀÁÀÀ. Åñëè æå ïðèïèñàòü áóêâó Á, òî
ïîëó÷èì ñëîâî ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÀÁÀÁ, ñ êîòîðûì íàäî ðàçáè-
ðàòüñÿ âñåðüåç:

ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÁ+ÀÀÀÁÀÁÀÀÀ+ÀÀ
ÀÀ+ÁÀÁ+ÁÁ+ÀÀÀÁÀÁÀÀÀ�ÀÁ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ÀÀ+ÁÀÁ+Á+ÁÀÀÀÁ+ÀÁÁÁÁÁÀ
ÀÀ+ÁÀÁ+Á+ÁÀÀÀÁ�ÀÁÁÁÁÁÁ

Ìû ïîáåäèëè ñëîâî ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÀÁÀ! Îñòàëîñü (íåïîáå-
äèìîå!) ñëîâî ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÁÀÁ. Ñïðàâèòüñÿ ñ íèì ìåøàåò
ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåìîå ñëîâî ÀÀÁÀÁÁÁÀÀÁÀÁÁÀÀ-
ÁÀÁÁÀÀÁÀÁÁÀÀÁÀÁ... Êàê ñ íèì áûòü � íå çíàþ.

Íî åñëè óäàñòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì, îñòàíåòñÿ âûïèñàòü
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñëîâî äëèíîé n, êîòîðîå íåëüçÿ
ðàçáèòü ìåíåå ÷åì íà óêàçàííîå â òåîðåìå 2 ÷èñëî ïàëèíäðî-
ìîâ � è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò çàêîí÷åíî! Ê ñîæàëåíèþ, ÿ íå
ïðåäñòàâëÿá, êàê çàâåðøèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî áåç êðàéíå
óòîìèòåëüíîãî ïåðåáîðà.

Óïðàæíåíèÿ

12. Ïðèäóìàéòå ñëîâî èç áóêâ À è Á, êîòîðîå íåëüçÿ ðàçáèòü ìåíåå
÷åì íà 3 ïàëèíäðîìà, íî êîòîðîå ïîñëå ïðèïèñûâàíèÿ ê íåìó ñïðàâà
èëè ñëåâà ëþáîé èç áóêâ À è Á ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïàëèíäðîìà.

13. Äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, 3, ..., 21 óêàæèòå ñëîâî äëèíîé n èç áóêâ
À è Á, êîòîðîå íåëüçÿ ðàçáèòü ìåíåå ÷åì íà f(n) ïàëèíäðîìîâ.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîçíàêîìèâøèñü ñ ðóêîïèñüþ ýòîé ñòàòüè,
È.Àêóëè÷ ÷èñòîñåðäå÷íî ðàñêàÿëñÿ â ñâîèõ çàáëóæäåíèÿõ è
ïîêëÿëñÿ â äàëüíåéøåì è áëèçêî íå ïîäõîäèòü ê êîìïüþòå-
ðàì. Îí ïðèçíàë óäèâèòåëüíóþ èíòóèöèþ ó÷èòåëÿ ôèçèêè
Â. Áîåâà, êîòîðûé, åäâà îçíàêîìèâøèñü ñ òðåòüåé çàäà÷åé,
ñðàçó çàÿâèë, õîòÿ è áåçäîêàçàòåëüíî: «Ïðåäåë ðàâåí òðåì».

Â çàêëþ÷åíèå íåèñïðàâèìûé ãðåøíèê äîáàâèë: «Ïðåä-
ñòàâëÿåòå, ÷åãî ìîã áû äîñòè÷ü ëîðä Ðýëåé, åñëè áû ó íåãî
áûë «Ïåíòèóì»?!»

Послесловие

Ïîíÿòíî, ÷òî öåëü «êîìïüþòåðèçàöèè» øêîëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ � ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó ðåøåíèå ñêó÷íûõ è òðóäîåì-
êèõ çàäà÷, ñîõðàíÿÿ âðåìÿ äëÿ áîëåå âàæíûõ äåë. Ïðè ýòîì
îòêðûâàåòñÿ ïóòü � «èçó÷àòü (íàóêó), îáó÷àÿ (êîìïüþ-
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òåð)», � êîòîðûé äî ñèõ ïîð áûë âîçìîæåí òîëüêî äëÿ
íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ.

Ãîòîâû ëè øêîëüíûå íàóêè ê òàêîìó ïîäõîäó? Ñòèõèÿ
ó÷åáíîãî ïðîöåññà âåêàìè îòáèðàëà òåìû, êîòîðûå áåçáîëåç-
íåííî óñâàèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè äîñêè, ìåëà è ãîëîñà. Ñåé÷àñ
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èíîé ïîäõîä, íî îí èçìåíèò ïðåïî-
äàâàíèå ìàòåìàòèêè íå ðàíüøå, ÷åì èçìåíèòñÿ ñòðóêòóðà
ñàìîé íàóêè. Òàêîé ïåðåâîðîò, åñëè îí âîîáùå ñëó÷èòñÿ,
ïîòðåáóåò ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé. À ïîêà ñëèÿíèÿ ìàòåìàòèêè
ñ èíôîðìàòèêîé íå ïîëó÷èëîñü.

Ìíîãèå ó÷åíûå îõîòíî ïîëüçóþòñÿ êîìïüþòåðàìè, õðàíÿ
ñâîè ñòàòüè íà ìàãíèòíûõ äèñêàõ è ðàññûëàÿ èõ ïî ýëåêòðîí-
íîé ïî÷òå, òàê ÷òî ñðîê ïóáëèêàöèè ñòàòåé èçìåðÿåòñÿ
äíÿìè, à íå ìåñÿöàìè, êàê â îáû÷íîì æóðíàëå. Âîçìîæíîæ-
íî, ÷òî ýïîõà ïå÷àòíûõ ñòàòåé â íàóêå êîí÷àåòñÿ íàâñåãäà, à
òèïîãðàôèè âíîâüîãðàíè÷àòñÿ èçãîòîâëåíèåì êíèãäëèòåëü-

íîãî ïîëüçîâàíèÿ. Îäíàêî â ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî
òâîð÷åñòâà ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû ïîêà ìàëî÷òî èçìå-
íèëè. Â ìàòåìàòèêå åñòü ðÿä îáëàñòåé, ïîñòîÿííî èëè ÷àñòî
íóæäàþùèõñÿ â òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèÿõ: òåîðèÿ ÷èñåë,
ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü êîì-
ïüþòåðû óñïåøíî ïðèìåíÿþò ñ ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ. Íî
ìàòåìàòèêà âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû çàìåíèòü ïåðå-
áîðû è âû÷èñëåíèÿ ëîãè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè, ñâîäÿ ê
ìèíèìóìó íåîáõîäèìîñòü  ÷èñòî òåõíè÷åñêîé ðàáîòû.

Èòàê, õîòÿ â óìåëûõ ðóêàõ êîìïüþòåðè ìîæåò äàòü
îáèëüíóþ ïèùó äëÿ ðàçìûøëåíèé, ìàøèíà âñå æå â ñîñòî-
ÿíèè ïîëíîñòüþ çàìåíèòü æèâîãî ìàòåìàòèêà. È õîòÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ìíîãî äåëàåò äëÿ ôîðìàëèçàöèè äîêàçà-
òåëüñòâ, à ñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà ñòàíîâÿòñÿ
âñå ìîùíåå, â ìèðå (ïîêà?) åñòü ìåñòî íå òîëüêî äëÿ
ðîáîòîâ, íî è äëÿ ëþäåé.


