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À.  ËÅÂÈÍÀ

Что такое
комбинаторика

Что такое счастье
Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (6)
x x  x mn1 2+ + + =Kb g. Óìåñòíî ïî-

ñìîòðåòü, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè èãíî-
ðèðîâàòü ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ñëà-
ãàåìûå ïîëîæèòåëüíûìè è ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðàçáèòü ÷èñëî m íà n ( ≤ m)
íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, åñëè ðàç-
áèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿä-
êîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ òîæäå-
ñòâåííûìè?

Ðåøèëè? Íåò? Ýòî è íåóäèâèòåëü-
íî: çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ â ïðèâû÷íîì
ñìûñëå. Õîòåëîñü áû, ÷òîáû, êàê è
ðàíåå, îòâåò äàâàëñÿ â âèäå ÿâíî
âûïèñûâàåìîé ôóíêöèè f m n,b g . Íî
íà ýòîò ðàç ñêîëüêî-íèáóäü «ÿâíî»
âûðàçèòü îòâåò ÷åðåç ïàðàìåòðû çà-
äà÷è m, n íå óäàåòñÿ.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ëþáûõ êîíêðåò-
íûõ ÷èñåë m, n ìû â ïðèíöèïå
ìîæåì âû÷èñëèòü ÷èñëåííîå çíà÷å-
íèå f m n,b g  � õîòÿ áû ïåðåáîðîì, íà
õóäîé êîíåö. Íàïðèìåð, ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî f 8 3,b g  = 5, èáî ñóùåñòâó-
åò 5 ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ (ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ïîðÿäêà) ÷èñëà 8 íà 3 ñëàãà-
åìûõ:

1 + 1 + 6, 1 + 2 + 5, 2 + 2 + 4,
1 + 3 + 4, 2 + 3 + 3.

Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ìîæíî
áûñòðî âû÷èñëÿòü è òàêèå çíà÷åíèÿ,
êàê, íàïðèìåð, f 100 10,b g. Òîëüêî
ïåðåáîðîì íå ñòîèò çàíèìàòüñÿ, ñó-
ùåñòâóåò êóäà áîëåå ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì. Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî
îòîæäåñòâëåíèå ðàçáèåíèé, îòëè÷à-
þùèõñÿ ïîðÿäêîì, ìîæíî çàìåíèòü
òðåáîâàíèåì óïîðÿäî÷åííîñòè xi

,
ñêàæåì, â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå:

1 1 2≤ ≤ ≤ ≤b gx x  xnK .     (8)

Òàêèì îáðàçîì, f m n,b g  åñòü ÷èñëî
ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñèñ-

òåìû, ñîñòîÿùèé èç óðàâíåíèÿ (6) è
íåðàâåíñòâ (8). Òàêàÿ ïåðåôîðìóëè-
ðîâêà óäîáíà âî ìíîãèõ îòíîøåíè-
ÿõ; îíà ìîæåò ïîìî÷ü è ïðè âûáîðå
ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëå-
íèÿ f. Ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ
ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà � à çàîäíî è
âû÷èñëåíèå f 100 10,b g � ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíî-
ãî è èíòåðåñíîãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî
çàäàíèÿ. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî àëãî-
ðèòì áóäåò íîñèòü ðåêóððåíòíûé
õàðàêòåð � îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ê áóëüøèì.

Îòíîñèòñÿ ëè äàííîå çàäàíèå ê
êîìáèíàòîðèêå èëè ê èíôîðìàòèêå?
Ê òîìó è ê äðóãîìó. Ìîæíî íàçâàòü
ýòî êîìïüþòåðíîé êîìáèíàòîðèêîé.
Æàëü, ÷òî â ðóññêîì ÿçûêå ïîêà íåò
ñëîâà «àëãîðèòìèêà». Îíî áûëî áû
êñòàòè. (Âïðî÷åì, ñêîðåå âñåãî, îíî
ïîÿâèòñÿ â íåäàëåêîì áóäóùåì).

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âû÷èñëåíèé ñ n!
ïðè çàäàííîì n òàêæå ìîæíî íàïè-
ñàòü ïðîãðàììó (ïðè÷åì ÷èñëî îïå-
ðàöèé áóäåò ðàñòè âìåñòå ñ n). Ïî÷å-
ìó æå ìû îòíîñèì âûðàæåíèÿ n!,

n

m

F

H
G

I

K
J  è ò.ï. ê «ÿâíûì» àíàëèòè÷åñ-

êèì âûðàæåíèÿì â îòëè÷èå îò
f m n,b g? Îáîçíà÷åíèÿ çäåñü íè ïðè
÷åì: âåäü ïðè æåëàíèè ìîæíî è äëÿ
f m n,b g  ïðèäóìàòü êàêîå-íèáóäü ñïå-
öèàëüíîå îáîçíà÷åíèå (ñêàæåì,
m?n). Ñóòü â òîì, ÷òî îñîáàÿ ïðîñòî-
òà «ôàêòîðèàëüíîãî» àëãîðèòìà è â
ñàìîì äåëå ïîçâîëÿåò îáðàùàòüñÿ ñ
ôàêòîðèàëàìè êàê ñ àíàëèòè÷åñêè-
ìè âûðàæåíèÿìè � ïîäñòàâëÿòü â
ôîðìóëû è ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Îá ýòîì íàãëÿäíî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò, íàïðèìåð, ïðèâîäèìàÿ íèæå
âûêëàäêà (15). Ñ ïðîèçâîëüíûìè
ïðîãðàììàìè òàêîå, ðàçóìååòñÿ, íå-
âîçìîæíî.

Ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ êîìáèíà-
òîðèêîé «íåðåøàáåëüíûå» çàäà÷è
îáû÷íî íå çàòðàãèâàþòñÿ. Ìû íàðó-
øèëè ýòó òðàäèöèþ, ÷òîáû ÷èòàòåëü
ñ ñàìîãî íà÷àëà èìåë ïðàâèëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå î ïðåäìåòå. Îí äîë-
æåí ïî÷óâñòâîâàòü, ÷òî íàëè÷èå «ÿâ-
íîãî» îòâåòà äëÿ êîìáèíàòîðíîé çà-
äà÷è ñ ïàðàìåòðàìè (ò.å. äëÿ çàäà÷è,
â ôîðìóëèðîâêó êîòîðîé âõîäÿò áóê-
âû) � ýòî óäà÷à, ñ÷àñòëèâûé ñëó÷àé,
êîòîðûé íàäî öåíèòü. Òàêèå ñëó÷àè
îñóùåñòâëÿþòñÿ â êîìáèíàòîðèêå
äîâîëüíî ÷àñòî. Íî, ê ñîæàëåíèþ,
íå âñåãäà.

Знак S
Òå, êòî çíàêîì ñ ýòèì îáîçíà÷åíèåì,
ìîãóò äàííûé ïóíêò ïðîïóñòèòü. Îíè
âåäü è òàê çíàþò, ÷òî ýòà ïðîïèñíàÿ
ãðå÷åñêàÿ áóêâà (ñèãìà) ÿâëÿåòñÿ
îáùåïðèíÿòûì ñèìâîëîì ñóììèðî-
âàíèÿ. Îáû÷íî ñóììèðîâàíèå èäåò
ïî îäíîìó èëè íåñêîëüêèì öåëî÷èñ-
ëåííûì èíäåêñàì. Åñëè èíäåêñ ïðî-
áåãàåò çíà÷åíèÿ «îò è äî», òî íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ ãðàíèöû óêàçûâàþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, âíèçó è ââåðõó; â
áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü èç-
ìåíåíèÿ èíäåêñîâ îáû÷íî óêàçûâà-
åòñÿ ïîä áóêâîé Σ . Âîò íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ:

1) ak

k

n

=
∑

1

; 2) ak

k

∑ ; 3) a mk

k

n

=
∑ =

1

;

4) aq
a

q

j

j=

∞

∑ =
−

0
1

; 5) xi j

i j

,

1 4≤ < ≤
∑ ;

6) 
1

1 2 30
2

1 2 3

1 2 3

n n n
n n n

n n n

! ! !
, , ≥
+ + =

∑ .

Â ñëó÷àå 1) çàïèñàíà ñóììà a1 +
+ a2  + � + an

 (çäåñü Σ  ëåãêî çàìå-
íèòü ìíîãîòî÷èåì, íî òàê äåëî îáñòî-
èò íå âñåãäà). Â 2) óêàçàí èíäåêñ
ñóììèðîâàíèÿ k, íî íå åãî ãðàíèöû;
îíè, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû áûòü
ÿñíû èç êîíòåêñòà. Â 3) ÷èòàòåëü
óçíàåò óæå çíàêîìîå íàì «óðàâíå-
íèå äåëåæà» (6), à â 4) � ôîðìóëó
äëÿ ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè (ïðè |q| < 1); çäåñü ÷èñëî
ñëàãàåìûõ, î÷åâèäíî, áåñêîíå÷íî. Â
5) çàïèñàíî âûðàæåíèå

x x x x x x12 13 14 23 24 34+ + + + + ,
 Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå»
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à â 6) � âåëè÷èíà
1

2 0 0
1

0 2 0
1

0 0 2
1

1 1 0! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
+ + + +

+ 
1

1 0 1

1

0 1 1
4 5

! ! ! ! ! !
,+ =b g.

Êàê âèäèì, â ñëó÷àÿõ 5) , 6) ëåãêî
îáîéòèñü è áåç Σ . Íî ïðåäñòàâüòå
ñåáå, ÷òî â 6), íàïðèìåð, 2 çàìåíåíî
íà 200. Çàïèñü ñ Σ  îñòàíåòñÿ ñòîëü
æå êîðîòêîé, à î «ÿâíîé» çàïèñè
(áåç Σ ) äàæå äóìàòü íå õî÷åòñÿ.

Ïðè ìíîãîèíäåêñíîì ñóììèðîâà-
íèè äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
«êðàòíûå» Σ  (Σ  ïîä çíàêîì Σ ); ìû
èõ ïðèìåíÿòü íå áóäåì.

Комбинаторика помогает
алгебре

Âñå çíàþò ôîðìóëó

x x x x x x1 2

2

1
2

1 2 2
22+ = + +c h .

Ýðóäèòû ïîìíÿò òàêæå âûðàæåíèÿ
äëÿ êóáà ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ è
äëÿ êâàäðàòà ñóììû ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ. Íî äàæå èç ýðóäè-
òîâ ìàëî êòî ïîäîçðåâàåò, ÷òî âñå ýòî
� îäíà è òà æå ôîðìóëà, âåðíåå, åå
÷àñòíûå ñëó÷àè. Âîò îíà, ýòà ôîð-
ìóëà:

x x xm

n

1 2+ + + =Kc h

= 
n

k k
x x

m

k

m

k

k k
k k n

m

m

m

!

! !
, , 1

1

0

1

1

1

K
K

K

K

≥
+ + =

∑ . (9)

Íåêîòîðàÿ ñëîæíîñòü âûðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ, òàê ñêàçàòü, ïëàòîé çà
óíèâåðñàëüíîñòü � âåäü ôîðìóëà
âåðíà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è
n. Ñóììèðîâàíèå â (9) âåäåòñÿ ïî
âñåì öåëî÷èñëåííûì êîðòåæàì,
óäîâëåòâîðÿþùèì óêàçàííûì óñëî-
âèÿì.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n = 2
(9) ïåðåõîäèò â îáû÷íóþ ôîðìóëó
äëÿ êâàäðàòà ñóììû. Òàêàÿ ïðîâåð-
êà, êîíå÷íî, íå çàìåíÿåò îáîñíîâà-
íèÿ, êîòîðûì ìû òåïåðü è çàéìåìñÿ.

Òîò ôàêò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9)
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷ëåíîâ âèäà

cx x x
k k

m

km

1 2
1 2K (k km1 0, ,K ≥ ,

 k k nm1 + + =K ),

ÿñåí. Âñå äåëî â òîì, ÷òîáû íàéòè
êîýôôèöèåíò ñ (çàâèñÿùèé, êîíå÷-
íî, îò k1, �, km

).
×òîáû íå óòîìëÿòü ÷èòàòåëÿ ñóå-

òîé ñ èíäåêñàìè, çàòåìíÿþùåé ñóòü
äåëà, ìû, êàê è ðàíåå, îãðàíè÷èìñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ

î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà
îáùèé ñëó÷àé.

Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè m = 3,
n = 7 è íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðè
x y z

2 2 3  â âûðàæåíèè

x y z+ +b g
7 ,         (10)

èëè, òî÷íåå, â âûðàæåíèè, êîòîðîå
ïîëó÷èòñÿ ïîñëå âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëå-
íîâ.

Çàáóäåì âðåìåííî î ïîêàçàòåëÿõ
ñòåïåíè è çàïèøåì (10) â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ 7 ñêîáîê

x y z x y z x y z+ + + + + +b gb g b gK .(11)

Âûïîëíÿÿ ïî÷ëåííîå óìíîæåíèå áåç
èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé,
ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïðîèçâåäåíèÿ,
âûãëÿäÿùèå êàê ñëîâà. Ñêàæåì, åñëè
â êàæäîé ñêîáêå áåðåòñÿ ïåðâîå ñëà-
ãàåìîå, ïîëó÷èì õõõõõõõ. Íàñ, îä-
íàêî, ñåé÷àñ èíòåðåñóþò ïðîèçâåäå-
íèÿ, êóäà õ, ó è z âõîäÿò ñîìíîæèòå-
ëÿìè 2, 2 è 3 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå

óxxzzzy,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ïåðâîé
ñêîáêå áåðåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå, âî
âòîðîé è òðåòüåé � ïåðâîå è ò.ä.
Ñêîëüêî áóäåò ñëàãàåìûõ ýòîãî òèïà?

Çíàêîìàÿ ñèòóàöèÿ, íå ïðàâäà ëè?
Ïîìíèòå, ìû ïåðåñòàâëÿëè áóêâû
ñëîâà ÊÎËÎÊÎË è íàøëè, ÷òî òà-
êèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü

7

2 2 3

!

! ! !
 = 210 ðàçëè÷íûõ ñëîâ (ïå-

ðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè)? Òå-
ïåðü ó íàñ âìåñòî Ê, Ë, Î áóêâû x,
y, z. Ðàçóìååòñÿ, íà îòâåò ýòî íå
âëèÿåò. Èòàê, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëà-
ãàåìîå èìååò âèä

7

2 2 3
2102 2 3 2 2 3!

! ! !
x y z x y z= .

Ìû ïîëó÷èëè (äëÿ m = 3, n = 7) îäíî
èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (9). Âñå
îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ òî÷íî òàê æå.

Äà, êñòàòè, à ñêîëüêî âñåãî ýòèõ
ñëàãàåìûõ? Êîíå÷íî æå, ñëàãàåìûõ
ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ðåøåíèé â
öåëûõ ÷èñëàõ ki ≥ 0 ó íàøåãî ëþáè-
ìîãî óðàâíåíèÿ k1 + � + km

 = n, ò.å.

n m

m

+ −

−

F

H
G

I

K
J

1

1
. Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó-

÷èòñÿ 
9

2

F

H
G

I

K
J  = 36 ñëàãàåìûõ.

Êîìó-òî íàøè ñêîðîñòíûå ñïîñî-
áû «âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü áåç âîçâå-
äåíèÿ â ñòåïåíü» ìîãóò ïîêàçàòüñÿ

ñîìíèòåëüíûìè. ×òî æ, ñêåïòèêè
ìîãóò, íàïðèìåð, ÷åñòíî ïåðåìíî-
æèòü ñêîáêè â (11), ïðèâåñòè ïîäîá-
íûå è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü,
ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ ñëàãàåìûõ è êà-
êîâ îêàæåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè
x y z

2 2 3 .
Ïî-÷åëîâå÷åñêè æàëü èõ, êîíå÷íî.

Âñå-òàêè ñåäüìàÿ ñòåïåíü. Ïî÷òè
íàâåðíÿêà ãäå-òî ñîáüþòñÿ, íàäî áó-
äåò èñêàòü îøèáêó, èñïðàâëÿòü�
÷òîáû ïîñëå âñåõ òðóäîâ «ïðè÷à-
ëèòü», íàêîíåö, ê ÷èñëàì 36, 210,
êîòîðûå ìû íàøëè, ìîæíî ñêàçàòü,
óñòíî.

Любимая формула
Коровьева

(бином Ньютона)
«Ïîäóìàåøü, áèíîì Íüþòîíà», �
ãîâàðèâàë íåáåçûçâåñòíûé Êîðîâü-
åâ, âèöå-ïðåìüåð åùå áîëåå íåáåçûç-
âåñòíîãî Âîëàíäà. ×òî, ñîáñòâåííî,
îí èìåë â âèäó?

Ñìûñë ÿñåí � ýòî, ìîë, íå ïðîáëå-
ìà. Íî âñå-òàêè: ÷òî çà áèíîì òàêîé?

À ýòî ïðîñòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîð-
ìóëû (9) ïðè m = 2:

x y
n

k
x y

n n k k

k

n

+ =
F

H
G

I

K
J

−

=
∑b g

0

.  (12)

Êñòàòè, áèíîì â ïåðåâîäå çíà÷èò
äâó÷ëåí (à ðå÷ü çäåñü èäåò èìåííî î
ñòåïåíè äâó÷ëåíà). Òåïåðü ÷èòàòåëþ
ÿñíî, ïî÷åìó ÷èñëà ñî÷åòàíèé îáû÷-
íî íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.

Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì, ñêàæåì, n  =
= 4:

x y x x y+ =
F

H
G

I

K
J +

F

H
G

I

K
J +b g

4 4 3
4

0

4

1

+ 
4

2

4

3

4

4

2 2 3 4F

H
G

I

K
J +

F

H
G

I

K
J +

F

H
G

I

K
J =x y xy y

=x x y x y xy y
4 3 2 2 3 44 6 4+ + + + .(13)

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ñòîëü ìàëîãî n(=4)
òîò æå ðåçóëüòàò ëåãêî ïîëó÷èòü
ïðîñòûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü �
íàïðèìåð, âîçâåäÿ â êâàäðàò x

2  +
+ 2õó + y

2
. Ñóòü áèíîìèàëüíîé

ôîðìóëû (12) èìåííî â òîì, ÷òî îíà
äàåò îòâåò íåïîñðåäñòâåííî, áåç îá-
ðàùåíèÿ ê íèçøèì ñòåïåíÿì. Òî æå
îòíîñèòñÿ è ê áîëåå îáùåé ôîðìóëå
(9) (åå èíîãäà íàçûâàþò ïîëèíîìè-
àëüíîé).

Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà èçâåñòíà êàê
àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èëè

3 Êâàíò ¹ 6
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òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ:
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

................................

Åñëè ñ÷èòàòü âåðõíþþ ñòðîêó íóëå-
âîé, òî â n-é ñòðîêå ñòîÿò (â åñòå-
ñòâåííîì ïîðÿäêå) êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ x y

n+b g . Íàïðèìåð, ÷åò-
âåðòóþ ñòðîêó îáðàçóþò êîýôôèöè-
åíòû â ïðàâîé ÷àñòè (13). ßñíî, ÷òî
òàáëèöó ìîæíî ïðîäîëæàòü íåîãðà-
íè÷åííî.

Äàííîå ðàñïîëîæåíèå áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ îáëàäàåò î÷åíü
ñèìïàòè÷íûì ñâîéñòâîì: êàæäûé
ýëåìåíò òàáëèöû (êðîìå îêàéìëÿþ-
ùèõ åäèíèö) åñòü ñóììà äâóõ, ñòî-
ÿùèõ íåïîñðåäñòâåííî íàä íèì. Ñî-
îòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî

n

k

n

k

n

k

F

H
G

I

K
J =

−

−

F

H
G

I

K
J +

−F

H
G

I

K
J

1

1

1
    (14)

ìîæíî äîêàçàòü òðåìÿ ïðîñòûìè ñïî-
ñîáàìè.

Âî-ïåðâûõ, ïðÿìîé âûêëàäêîé:
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k

n

k
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−
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H
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.(15)

Âî-âòîðûõ, ïðè ïîìîùè êîìáèíà-
òîðíûõ ñîîáðàæåíèé: ÷èñëî k-ïîä-

ìíîæåñòâ n-ìíîæåñòâà, ò.å. 
n

k

F

H
G

I

K
J , åñòü

÷èñëî k-ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ
êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò,

ò.å. 
n

k

−

−

F

H
G

I

K
J

1

1
, ïëþñ ÷èñëî k-ïîäìíî-

æåñòâ, íå ñîäåðæàùèõ òîãî ýëåìåí-

òà, ò.å. 
n

k

−F
HG

I
KJ

1
.

Òðåòèé ñïîñîá � ïðèðàâíèâàíèå
êîýôôèöèåíòîâ ïðè x y

n k k−  â òîæäå-
ñòâå

x y x y x y
n n+ = + +−

b g b g b g
1 .

Êîíå÷íî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (14)
âïîëíå äîñòàòî÷íî îäíîãî ñïîñîáà.
Íî äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çà-
äà÷ ïîëåçíî óÿñíèòü ñâÿçü ìåæäó
ðàçíûìè ïîäõîäàìè.

Äî ñèõ ïîð äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
n

k

F

H
G

I

K
J  ó

íàñ áûëà ôîðìóëà (5), îñíîâàííàÿ
íà îïåðàöèÿõ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.
Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ïîêàçûâàåò,
ìåæäó ïðî÷èì, ÷òî ìîæíî îáîéòèñü
òîëüêî îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë). Òðåáóåìîå ÷èñëî
îïåðàöèé íå ñëèøêîì âåëèêî (êñòà-
òè, íàéäèòå åãî), õîòÿ è çàìåòíî
áîëüøå, ÷åì â ôîðìóëå (5).

Ïîìèìî (14), èìååòñÿ ðÿä äðóãèõ
ëþáîïûòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ñêà-
æåì, ñóììà ýëåìåíòîâ n-é ñòåïåíè
ðàâíà 2n. Äåéñòâèòåëüíî, îíà ðàâíà
x y

n+b g  ïðè õ = ó = 1. Äàëåå, â
êàæäîé ñòðîêå (êðîìå íóëåâîé) ñóì-
ìû ýëåìåíòîâ íà ÷åòíûõ è íà íå÷åò-
íûõ ìåñòàõ ñîâïàäàþò. Äëÿ ïåðâîé,
òðåòüåé è ò.ä. ñòðîê ýòî î÷åâèäíî èç
ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè (îäèíàêî-
âûå ñëàãàåìûå â îáåèõ ñóììàõ). Íî,
íàïðèìåð, è äëÿ ÷åòâåðòîé ñòðîêè
èìååì 1 + 6 + 1 = 4 + 4, õîòÿ
ñëàãàåìûå ðàçëè÷íû. Ïî÷åìó áû ýòî?
Êëþ÷ ê ðàçãàäêå � òà æå áèíîìèàëü-
íàÿ ôîðìóëà.

Â îáùåì, àðèôìåòè÷åñêèé òðåó-
ãîëüíèê çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû
èçó÷èòü åãî âäîëü è ïîïåðåê. Äà è
íàèñêîñîê òîæå.

Ал-Каши и школьники
Êîìáèíàòîðíûå ïîíÿòèÿ è, â ÷àñòíî-
ñòè, áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
âñòðå÷àþòñÿ â ìàòåìàòèêå íà êàæäîì
øàãó. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïè-
êàíòíûé âîïðîñ îá îòíîøåíèè ê êîì-
áèíàòîðèêå àâòîðîâ íàøèõ øêîëü-
íûõ ïðîãðàìì è ó÷åáíèêîâ. Åñëè,
êîíå÷íî, ïîëíîå èãíîðèðîâàíèå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü îòíîøåíèåì.

Âàæíîñòü êîìáèíàòîðèêè áûëà
îñîçíàíà äàâíî. Áèíîì Íüþòîíà è
òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, âîïðåêè íà-
çâàíèÿì, áûëè èçâåñòíû äî Íüþòîíà
è Ïàñêàëÿ. Íàïðèìåð, â íà÷àëå XV
âåêà ñàìàðêàíäñêèé ìàòåìàòèê è àñ-
òðîíîì àë-Êàøè íàïèñàë îáùåäîñ-
òóïíûé ó÷åáíèê ýëåìåíòàðíîé ìàòå-
ìàòèêè «Êëþ÷ ê àðèôìåòèêå». Íà-
ðÿäó ñ äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè, èçâëå-
÷åíèåì êîðíåé è ò.ï. òàì ïðèâîäè-
ëèñü áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
è àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê.

Äëÿ ïîñòàíîâêè îáðàçîâàíèÿ íà
Ðóñè óñèëèÿ àë-Êàøè íå ìîãëè èìåòü

çàìåòíûõ ïîñëåäñòâèé. Íå äî íàóêè
áûëî � ñìóòû, ìåæäîóñîáèöû, ìîí-
ãîëû� Äà è âäîáàâîê îáúåäèíèòåëü
Ðóñè Èâàí III ê òîìó âðåìåíè åùå è
ðîäèòüñÿ-òî íå óñïåë.

Ñ òåõ ïîð ïðîøëî áåç ìàëîãî øåñòü
âåêîâ. À âûïóñêíèêè íàøèõ øêîë
çíàþò î êîìáèíàòîðèêå ïðèìåðíî
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âî âðåìåíà ìîí-
ãîëüñêîãî èãà. Âîò ðàçâå ÷òî ñàìî
íàçâàíèå áèíîìà Íüþòîíà çíàêîìî
òåïåðü ìíîãèì øêîëüíèêàì. Äà è òî
áëàãîäàðÿ ðîìàíó «Ìàñòåð è Ìàðãà-
ðèòà»!

Несколько слов
об операциях над

множествами
Âîîáùå-òî ýòà òåìà çàñëóæèâàåò áî-
ëåå ÷åì íåñêîëüêèõ ñëîâ, íî ìû
êîñíåìñÿ åå ëèøü ïî ìåðå íàäîáíîñ-
òè. Ê òîìó æå äëÿ áîëüøèíñòâà
÷èòàòåëåé, âåðîÿòíî, òåìà ýòà íå íîâà.

Ïðîñòåéøàÿ îïåðàöèÿ íàä ìíîæå-
ñòâîì À � îáðàçîâàíèå åãî äîïîëíå-
íèÿ A , ò.å. ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî
èç âñåõ ýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæà-
ùèõ À (ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ
íàëè÷èå íåêîòîðîãî «îáúåìëþùåãî»
ìíîæåñòâà Â, äëÿ êîòîðîãî À è A  �
ïîäìíîæåñòâà). Ìû ïî ñóùåñòâó óæå
ïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèåì äîïîëíåíèÿ,
êîãäà ïåðåõîäèëè ê ìíîæåñòâó «íå-
íóæíûõ» îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ïðèìå-
íÿëîñü î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå |A| +
+ |A | = |B|. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç |C|
îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Ñ (ìû ðàññìàòðèâàåì
ëèøü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà).

Îáúåäèíåíèåì

A A Am1 2U UKU

ìíîæåñòâ A1, �, Am
 íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A1, �
..., Am

. Ïåðåñå÷åíèåì

A A Am1 2I IKI

èëè ïðîñòî A A Am1 2K

ìíîæåñòâ A1, �, Am
 íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæà-
ùèõ âñåì ìíîæåñòâàì A1, �, Am

.
Åñëè, íàïðèìåð, A1 � ìíîæåñòâî

÷åòíûõ öèôð, ò.å. A1 = {0, 2, 4, 6, 8},
A2  � ìíîæåñòâî öèôð, êðàòíûõ òðåì,
ò.å. A2  = {0, 3, 6, 9}, òî

A A1 2U = {0, 2, 3, 4, 6, 8, 9},

 A A1 2 ={0, 6},

|A A1 2U | = 7, |A A1 2 | = 2.
Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå

î÷åâèäíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé îáúå-
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äèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ � íàïðèìåð,
íåçàâèñèìîñòü èõ îò ïîðÿäêà A1, �
..., Am

, à òàêæå ñâîéñòâà òèïà

AA A= ,

A B C D AB AC ADU UKU U UKUb g = .

(Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñâÿ-
çûâàåò ñèëüíåå, ÷åì îáúåäèíåíèå,
ò.å., íàïðèìåð, AB ACU  =
= AB ACb g b gU .)

Òåïåðü ìû ìîæåì òàê çàïèñàòü
ïðèíöèï ñëîæåíèÿ: åñëè ìíîæåñòâà
A1, � Am  ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ
(ò.å. | A Ai j | = 0 ïðè âñåõ i j≠ , 1 ≤ i ,
j m≤ ), òî

A A A Am i

i

m

1 2

1

U UKU =
=

∑ .  (16)

Êîíå÷íî, ýòîò ôàêò î÷åâèäåí, êàê
åãî íè çàïèñûâàé. Íî ïîïàðíî ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà � ýòî î÷åíü
÷àñòíûé (è î÷åíü ïðîñòîé) ñëó÷àé.
Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü àíàëîã ôîðìó-
ëû (16) äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ? Äà, è â
íåñêîëüêèõ ôîðìàõ. Íàñ áóäåò îñî-
áî èíòåðåñîâàòü îäíà èç íèõ (íå
èñïîëüçóþùàÿ äîïîëíåíèé ê A1, �
..., Am

).

Слабонервных просят
не читать

(формула включений и
исключений)

Ñëó÷àé m = 2, âïðî÷åì, ðåêîìåíäó-
åòñÿ âñåì, äàæå ñëàáîíåðâíûì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè m = 2 ôîðìóëà, î
êîòîðîé èäåò ðå÷ü, èìååò âïîëíå
ñèìïàòè÷íûé âèä

A A A A A A1 2 1 2 1 2U = + − − . (17)

Åå è äîêàçûâàòü-òî íå íàäî, äîñ-
òàòî÷íî âçãëÿíóòü íà ðèñóíîê:

A A1 2U  � êîëè÷åñòâî òî÷åê (ýëåìåí-
òîâ) âî âñåé çàøòðèõîâàííîé îáëàñ-
òè. Ñêëàäûâàÿ A1  è A2 , ìû äâàæ-
äû çàñ÷èòûâàåì òî÷êè èç îáëàñòè ñ
äâîéíîé øòðèõîâêîé, ò.å. èç A A1 2 .
Ïîýòîìó âû÷èòàíèå A A1 2  âñå ñòàâèò
íà ñâîè ìåñòà.

Èòàê, ýëåìåíòû A A1 2  ñíà÷àëà
«âêëþ÷àþòñÿ» â ñóììó èçáûòî÷íûì
îáðàçîì, çàòåì ýòî èñïðàâëÿåòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèì «èñêëþ÷åíèåì».

Îòñþäà è íàçâàíèå ôîðìóëû. Â îá-
ùåì ñëó÷àå îíà âûãëÿäèò äîâîëüíî
óñòðàøàþùå, è ìû ïðåëàãàåì åå ëèøü
äëÿ ÷èòàòåëåé íå ðîáêîãî äåñÿòêà:

A A Am1 2U UKU =

A A Ai

i

i j

i j

= − +∑ ∑
<

+ A A A A A Ai j k

i j k

m

m

< <

+∑ − + −K K1
1

1 2b g

 (18)

(âñå èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ ìåíÿþò-
ñÿ ìåæäó 1 è m).

Ïðè m = 2 ïîëó÷àåòñÿ, êîíå÷íî,
(17), ãäå â ïðàâîé ÷àñòè âñåãî 3
ñëàãàåìûõ. Ñêîëüêî æå âîîáùå ñëà-
ãàåìûõ (òîãî èëè èíîãî çíàêà) â
«ñóììå ñóìì», ñòîÿùåé â ïðàâîé
÷àñòè? Ñòîëüêî æå, ñêîëüêî íåïóñ-
òûõ ïîäìíîæåñòâ ó m-ìíîæåñòâà,
ò.å. 2m  � 1. Åñëè, ñêàæåì, m = 30, òî
ñëàãàåìûõ óæå áîëüøå ìèëëèàðäà.
À âåäü ÷òîáû íàéòè êàæäîå ñëàãàå-
ìîå, íàäî îïðåäåëèòü ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ, îáùèõ äëÿ êàêîãî-òî íàáîðà èç
ìíîæåñòâ A1, �, Am . Íåóæåëè ñòîëü
ãðîìîçäêàÿ óðîäëèâàÿ ôîðìóëà ìî-
æåò áûòü ïîëåçíîé?

Âîïðîñ, ïîíÿòíî, ðèòîðè÷åñêèé.
Äëÿ ÷åãî æå åùå ìû ñòàëè áû åå
ïðèâîäèòü � ðàäè êðàñîòû, ÷òî ëè?

Â çàäà÷íèêàõ ÷àñòî ìîæíî íàéòè
ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (18)
íàïîäîáèå ñëåäóþùåãî.

Çàäà÷à 14. Ó÷åíèêè íåêîòîðîãî
êëàññà çàíèìàþòñÿ òîëüêî òðåìÿ
âèäàìè ñïîðòà � áåãîì, ïëàâàíèåì è
òåííèñîì. Áåãîì âñåãî çàíèìàåòñÿ
10 ÷åëîâåê, ïëàâàíèåì � 13, òåííè-
ñîì � 11, áåãîì è ïëàâàíèåì � 4,
áåãîì è òåííèñîì � 5, ïëàâàíèåì è
òåííèñîì � 6, áåãîì, ïëàâàíèåì è
òåííèñîì � 2. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ äàí-
íîãî êëàññà çàíèìàåòñÿ ñïîðòîì?

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ôîðìóëó
(18). Åñëè ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ, çà-
íèìàþùèõñÿ áåãîì, îáîçíà÷èòü ÷å-
ðåç A1, ïëàâàíèåì � ÷åðåç A2  è
òåííèñîì � ÷åðåç A3 , òî èñêîìàÿ
âåëè÷èíà åñòü

A A A A A A1 2 3 1 2 3U U = + + −

� A A A A A A A A A1 2 1 3 2 3 1 2 3− − + =

= 10 13 11 4 5 6 2 21+ + − − − + = .

Âñå ïðàâèëüíî, íî â ïîëåçíîñòè
ôîðìóëû (18) ïîäîáíûå ïðèìåðû íå
î÷åíü óáåæäàþò. Êàê-òî òðóäíî ïî-
âåðèòü, ÷òî ëèöà, îáëàäàþùèå ñòîëü
äåòàëüíîé èíôîðìàöèåé î çàíÿòîñòè

ó÷åíèêîâ âñåâîçìîæíûìè êîìáèíà-
öèÿìè âèäîâ ñïîðòà, ïî÷åìó-òî íå
çíàþò, ñêîëüêî æå ó÷åíèêîâ çàíèìà-
åòñÿ ñïîðòîì, è îáðàùàþòñÿ çà ïîìî-
ùüþ ê íàì � ò.å. ê ôîðìóëå âêëþ÷å-
íèé è èñêëþ÷åíèé. Íàìíîãî áîëåå
èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ìû óâëåêëèñü îáñóæäåíèåì ôîð-
ìóëû (18) è åäâà íå çàáûëè ïðî
äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïðèìåíåíèåì èí-
äóêöèè îíî îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòûì. Ïóñòü ôîðìóëà óæå äîêà-
çàíà äëÿ ′m  = 2 è ′m  = m � 1. Ïîëàãàÿ
A Am1 1UKU −  = Â, íàõîäèì

A A B Am m1 UKU U= =

= B A BAm m+ − =

= B A A A A Am m m m+ − =−1 1UKU

= A A A Ai
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i
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i j
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K

Ïîëåçíàÿ âñå-òàêè âåùü � èíäóê-
öèÿ!

Число перестановок,
имеющих неподвижные

элементы
Ðàññìîòðèì 3! = 6 âîçìîæíûõ ïåðå-
ñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Â ïåðâîé èç íèõ âñå òðè ÷èñëà ñòîÿò
íà ñâîèõ ìåñòàõ («íåïîäâèæíû»).
Âî âòîðîé åñòü îäèí òàêîé ýëåìåíò
(1); òàêæå ïî îäíîìó íåïîäâèæíîìó
ýëåìåíòó èìåþò òðåòüÿ (3) è øåñòàÿ
(2). Â ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ïåðåñòàíîâ-
êàõ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ íåò.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ: ñêîëüêî èç m!
ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, �, m èìåþò
íåïîäâèæíûå ýëåìåíòû?

Äëÿ m = 3 îòâåò, êàê ìû âèäåëè, 4
(äëÿ m = 2 òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà, î÷å-
âèäíî, îäíà). Âðó÷íóþ íåòðóäíî
ðåøèòü çàäà÷ó ïåðåáîðîì äëÿ ñëó-
÷àÿ m = 4; ïðè m = 5 âîçíèêàåò ìûñëü
î ïðèìåíåíèè êîìïüþòåðà. Â ñàìîì
äåëå, äàæå ïðè m ïîðÿäêà 10 � 12
(êîãäà ïåðåáîð âðó÷íóþ íåðåàëåí)
êîìïüþòåðíûé ïåðåáîð íå çàíèìàåò
ìíîãî âðåìåíè. Íî óæå ïðè m = 20
ïåðåáîð 20! ïåðåñòàíîâîê íåäîñòó-
ïåí äëÿ êîìïüþòåðîâ. Íàäî, ñòàëî
áûòü, èñêàòü êàêèå-òî áîëåå äåé-
ñòâåííûå ñðåäñòâà ïîäñ÷åòà. Äðóãè-
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